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FORMES DIFFERENTIELLES
SUR LES VARIETES DE CONTACT

MICHEL RUMIN

Introduction

La géométrie de contact a connu un regain d’intérét ces derniéres années.
De nouvelles théories se sont en effet développées rapidement permettant
une investigation de plus en plus poussée de cette géométrie. Il en est ainsi
des notions de capacités symplectiques, de courbes pseudoholomorphes et
de structure de contact tordues.

D’un point de vue plus élémentaire, cet article s’attache a définir et
utiliser des notions de formes différentielles, de laplaciens et de courbure
“adaptées” a la géométrie de contact.

Pour préciser ceci, considérons les groupes de Lie les plus “simples”
munis d’une structure de contact naturelle: les groupes de Heisenberg. Ils
possedent une famille de dilatations agissant, de fagon non isotrope, par
des homothéties de rapport A sur le champ de contact Q et 42 suivant le
centre T . Celles-ci induisent en particulier des changements de métriques
invariantes par translations de g = 8pt+&r en g = ng + lng ol A
est constant. Nous remarquons, dans la premiére partie de cet article,
que la condition de cofermeture des formes, au sens du complexe de De
Rham, n’est pas invariante sous les changements d’échelle 4. Ceci se
produit car la différentielle extérieure est un opérateur isotrope, mélant
sans distinction des dérivations suivant @, de poids un, et transverses de
poids deux.

Pour y remédier, nous construisons sur les variétés de contact un com-
plexe de formes différentielles “modulo formes de contact” possédant, lui,
la bonne homogénéité. Nous montrons ensuite qu’il est localement exact.
Sa cohomologie coincide alors avec celle de De Rham de la variété.

L’étape classique suivante consiste a étudier les laplaciens issus de ce
complexe. Ici, les calculs se compliquent car, contrairement a leurs homo-
logues riemanniens, ces laplaciens ne sont pas scalaires modulo des termes
d’ordre inférieur (excepté en dimension 3). De plus, en degrés moitiés, ces
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opérateurs sont d’ordre 4. Nous montrons malgré tout qu’ils possédent une
régularité analytique: I’hypoellipticité maximale (cf. [5]). Cela nous per-
met alors de disposer des résultats usuels de représentation harmonique
de la cohomologie.

Pierre Julg et Gennadi Kasparov ont utilisé de maniére inattendue ce
“complexe de contact” et sa jauge hypoelliptique dans leur étude de la
K-théorie bivariante du groupe SU(n, 1), voir [6] et [7]. En quelques
mots, ’espace symétrique associé a ce groupe, noté H” se plonge holo-
morphiquement dans la boule unité de C". Son bord a I’cc est alors
muni de structures C.R. et de contact induites par ’action de J sur la
spheére unité de C”. Pierre Julg montre que les formes harmoniques L?
de H” posseédent une “limite au bord” vivant précisément dans le sous-
espace des formes différentielles pris en compte par le complexe de contact.
Cette forme étant de plus fermée, le choix d’un “bon” représentant dont
elle dérive se fait alors par la condition de jauge hypoelliptique étudiée. Si
on note que des sphéres concentriques de H” sont munies d’une famille
de métriques explosant asymptotiquemenet 4 I’cc comme les g;, 4 — oo
décrits plus haut, I’utilisation d’une condition de jauge invariante par ces
changements d’échelle apparait finalement assez naturelle.

Décrivons maintenant ’application du complexe de contact proposée
en deuxiéme partie de cet article. Il s’agit de rechercher des conditions
d’annulation de la cohomologie en utilisant des formules “a la Weitzen-
bock”, liant les laplaciens issus du complexe de contact avec une connexion
et sa courbure.

De nouveau ici, nous commengons par choisir une connexion “adaptée”
a la structure de contact, c’est a dire invariante sous les changements de
métriques définis ci-dessus. Une telle construction a déja été développée
par Wester, Stanton et Tanaka dans le cadre de la géométrie pseudohermi-
tienne (cf. [8], [12], et [14]). Celle-ci consiste en la donnée d’une forme de
contact 6 etd’une structure complexe J définie sur le champ de contact
Q telle que:

(i) J est intégrable au sens de Frobénius,

(ii) la forme quadratique g,: X — d@(X, JX) est définie positive en
restriction sur Q. La connexion pseudohermitienne V utilisée est en fait
I’'unique connexion préservant g,, 0, J et dont la forme de torsion est
d’un type donné.

Nous pouvons alors énoncer, sur les variétés pseudohermitiennes M de
dim2n + 1, des critéres d’annulation de Hk(M ,R) pour k#n et n+1
sous une hypothése de “positivité” de la courbure de V. Lorsque k=1,
cette condition s’exprime par: ‘
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(R, X, X) > K(n)l(R, X, X)| pourtout X € Q,

ol R, s’assimile au “tenseur de Ricci” de V suivant le champ de contact
Q,et R = -12.J, désigne la dérivée de Lie de la structure complexe
J suivant le champ de Reeb T, transverse, associé a2 0.

Il est important de souligner ici que les laplaciens utilisés pour obtenir
ces critéres sont des opérateurs différentiels de second ordre suivant (.
Les formules de Weitzenbock associées font alors naturellement appel a
des €léments de courbure, R, et R,, qui sont des invariants différentiels
de g, et J, également du second ordre suivant Q.

Je ne sais pas obtenir de critére d’annulation général en degrés n et
n+ 1, car les laplaciens de contact mis en jeu sont d’ordre 4. En dimen-
sion 3 cependant, on montre, en €tudiant une racine carrée du laplacien
de contact ainsi que des opérateurs supplémentaires du 3°™° ordre, que
H 1(M , R) = 0 si la courbure vérifie la condition de degré 3:

VX eQdenorme 1, (R,X, X)>K|R|l+ K|V R, I*>.

Nous retrouvons ensuite les cas limites R, > 0 = R, de ces théorémes
d’annulation dans le cadre de la géométrie riemmannienne. En effet,
lorsque R, = 0 le champ T engendre sur M un flot transverse qui re-
specte la structure pseudohermitienne. Nous nous plagons sous I’hypothése
que I’espace des orbites de ce flot est une variété N lisse, héritant ainsi
d’une structure kidhlérienne induite. Nous pouvons alors montrer, d’une
part, que la cohomologie primitive de N en degré k < n s’identifie par
relevement a celle de A, et d’autre part, (pour k¥ = 1) que la courbure
R, se projette bien sur le tenseur de Ricci de la connexion le Levi-Civita
de N. ‘

Dans le cas général R, # 0, cette interprétation n’est plus valable.
Nous voulons cependant comparer les critéres d’annulation obtenus ici
avec celui, bien connu en géométrie riemannienne, portant sur la cour-
bure de Ricci de la connexion de Levi-Civita. Pour cela, nous exprimons
Ricci L'C'(g/w) en fonction de la courbure pseudohermitienne. En fait,
Ricci L‘C‘( &) se développe comme un polyndme en 4 dont les coefficients
sont des composantes homogenes de la courbure pseudohermitienne. Nous
pouvons alors montrer que si il existe A tel que Ricci L‘C'(g,w) > 0 alors
K(R,X, X) domine |[R,]|, la trace TrQ(VRl)X , ainsi que la composante
de poids 4: ((V,R,;)X, X). Cette condition d’annulation est donc a priori
plus contraignante que celles obtenues en géométrie pseudohermitienne.
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Enfin, dans un dernier paragraphe, nous exprimons en dimension 3 les
équations des géodésiques de Carnot-Carathéodory ainsi que leurs varia-
tions a I’aide de la connexion pseudohermitienne. Nous un déduisons un
critere de compacité de la variété sous une hypothese de positivité de la
courbure. Cette fois la condition obtenue est de méme force, ordre 4, que
celle portant sur la courbure de Ricci de la connexion de Levi-Civita.

Ce travail est le résultat d’une thése, effectuée sous la direction des
Professeurs M. Gromov et P. Pansu. Je tiens a les remercier ici vivement
pour tous leurs soutien et conseils.

PREMIERE PARTIE
UN COMPLEXE DE DE RHAM HOMOGENE
SUR LES VARIETES DE CONTACT

1. Groupes de Heisenberg et complexe de De Rham

Commengons par décrire les groupes de Heisenberg. Ils nous serviront
de modele géométrique local dans toute la suite.

On appelle groupe de Heisenberg de dimension 2#x + 1, le groupe de
Lie H,, , dontl'algebre de Lie est engendrée par X, Y, pour 1 <i<n,
et T avec les relations [Y;, X;] = T pour 1< i< n, les autres crochets
étant nuls. .

On considere le sous fibré en hyperplans Q € TH,, , engendrés par les
X;, Y, et notons € la 1-forme telle que OIQ =0 et 8(T)=1. On vérifie
que d HrQ est une forme symplectique. Q s’appelle alors une structure
de contact sur H, la forme 6 partout non nulle étant une forme de
contact associée.

On munit dans la suite H,,  , de la métrique riemannienne invariante
par translation telle que la famille {X,, Y;, T} soit orthonormée, et on
y consideére le complexe de De Rham des formes différentielles, ainsi que
son adjoint pour la métrique choisie. 11y a sur H,, ,, une famille {A,}, ¢
d’automorphismes de groupe agissant au niveau de ’algébre de Lie comme
des homothéties de rapport 4 sur Q et 4* suivant T.

Nous allons voir que le complexe de Rham n’a pas la bonne homogénéité
par rapport a ces dilatations naturelles de H, . En effet, soit a une
1-forme cofermée de H. Cela signifie en notant & I'opérateur de

2n+1
codifférentiation que da =0, i.e.,

n+12

o = Z":(X,..a(x,.) +Y,.a(Y,)) + T.a(T) = 0.

i=1
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(Remarque. L’expression ci-dessus pour J est correcte car X, Y et T
engendrent des géodésiques comme nous le verrons plus loin.) Cependant,
les 1-formes h;a “homothétiques” de a ne sont plus cofermées en général

car nous avons.
n
S(Ha) = 1. (X, a(X,) + Y;.a(Y))) + A T.a(T).
i=1

En quelque sorte, la composante en T de a rompt "homogénéité de § .

On considére ensuite une fonction f sur H, telle que der =0.
Comme [X,,Y,] = T on trouve que: T.f = 0, et finalement f est
constante. Par conséquent, nous n’avons pas besoin de connaitre la com-
posante en T de df.

La recherche d’une condition de jauge homogene nous conduit donc a
définir un complexe de formes différentielles qui travaille “modulo 8” (et
par conséquent aussi “modulo 46”).

2. Description du complexe de contact

Soit M une variété de dimension 2n + 1 munie d’une structure de
contact; c’est a dire d’un sous fibré en hyperplans Q de TM tel qu’il
existe une 1-forme @ définie sur M avec. kerf = Q, et dGFQ non
dégénérée. Une telle forme s’appelle forme de contact.

Posons Q" I’algebre graduée des formes différentielles sur M . On note
F " Tidéal différentiel engendré par 6, soit:

F ={0AB+dONYB,7eQ}.
Soit _#* I’annulateur de .# ", c’est a dire:
F={aecQ0Aa=dOAa=0}.

F* et £ sont clairement indépendants de la forme de contact 6 choisie
(i.e., en remplacant 6 par f 8) et stables par la différentielle extéricure
d . On considere alors les complexes induits par le complexe de De Rham
sur Q'/.F" et 7. Notons d,, les opérateurs de différentiation induits
par d.

Comme d OrQ est une forme symplectique, on sait par un lemme d’alge-
bre bien connu en géométrie kdhlérienne (cf. Weil [15]) que I’application:

I AkQ* . Ak+2Q*
de multiplication extérieure par d@ est injective pour k < n—1 et sur-
jective pour k > n — 1. Il en résulte que Qk/fk ={0} pour k> n+1
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et 7 k= {0} pour k < n, c’est a dire que nos deux complexes induits
n’en sont que des moitiés. Nous les unissons de la fagon suivante.

Proposition (cf. [10]). 1] existe un opérateur différentiel linéaire du sec-
ond ordre D: Q" /5" — #" tel que:

d d d
0—>]R—>C°°(M)—Q>Ql/fl—Q>'~-—Q>Qn/fn—£)—>fn+l
ﬁ)fn+2ﬁ).“ﬁ)f2n+l_}0

soit une résolution des constantes. La cohomologie de ce complexe coincide
donc avec la cohomologie de De Rham de M .

Pour construire D, nous commengons par définir un relevement
D: Q" /{0 Aajae Q" '}~ A"Q* — _#"! de la fagon suivante.

Lemme. Soit a € A"Q", il existe un unigue relevement & de o dans
Q" tel que dae F" . On pose alors Da = da.

Démonstration. Si @ est un relevement quelconque de «, on cherche
un B € A"1Q* telque @ =a+0OAB vérifie OAda =0, soit (da+dOA
B )rQ = 0. Cela est possible de fagon unique car I'opérateur L défini ci-
dessus est un isomorphisme en degré n—1. Comme on a aussi d6 Adé =
d(6 Ad&) =0, on a bien finalement da € £"' . qe.d.

On montre maintenant que D passe au quotienten D défini sur Q" / 7"
~ A"Q*/{dO A B|B € Q"*}. En effet, soit dOA B la projection de
dO A B dans A"Q°. Ona: ddOAB—-60AdB) =0¢e £ don,
dOAB—0Adp estle relevement cherché de df A B dans Q" et alors:
D(dOAB)=d(dOAB—0AdB)=0. D passe bien au quotient en D.

On note que D est un opérateur du second ordre en dérivées suivant Q,
un pour I’opération de relevement suivi d’une différentiation de la forme
trouvée. Les opérateurs dQ eux, sont d’ordre un toujours uniquement
en dérivée dans les directions hoirzontales. De plus, par construction, D
ainsi que les autres opérateurs dQ ne dépendent que de la structure de
contact Q et non du choix de la forme de contact € choisie.

Démontrons maintenant I’exactitude locale du complexe construit.

(i) Soit o € QF /F k telle que an = 0. Cela signifie qu’il existe un

relevement & de o dans QF tel que da=0AB—-dO Ay e F11 dou:
d@—O0AY)=0AB+dOANYy—dOAY+OANdy=0A(B+dy),

avec & — 6 Ay un autre relevement de a. On s’est donc ramené a da =
6 A B. On différentic 0 =dOAB+0Adp.

Do, en restriction sur Q d6 A ﬂrQ = L( ﬂrQ) = 0, et par I'injectivité
‘de L pour k<mn-1,0na ﬂrQ=0'
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On peut donc écrire f = @ AJ, et on obtient alors da =0 A B =0.
Il existe donc localement u € QF ! tel que & = du. En projetant u
en U € Q<! /7 k_l, on obtient finalement a = dQﬁ, ce qui montre
P’exactitude locale en degré kA <n—1. :

(ii) Soit a € # * telle que dyo(= da) = 0, alors localement il existe

B e Q! telle que a=df. Onécrit B =0Ay+dO Au par surjectivité
de L endegré k—3>n-1,1e., k>n+2 dou

B—dOAp)y=0Ay+donp—dOnpu+6ndu,
B =0NA(y+dp)

avec df =df =a et OAB =0. Enfin,ona doAB =dOAB)+
OAdB =d0+0Aa=0 car a ej'k, et finalement f’' efk_l. Cest
Pexactitude locale en degré & > n+2. Il nous reste a la vérifier aux degrés
netn+1. :

(iii) En degré n. Soit o € Q"/.#" telle que Da = 0. Alors par
définition il existe un relevement & de o tel que da = 0. 11 existe donc
BeQ"! tel que &= dp , et par projection de 8, a = dQF.

(iv) En degré n+ 1. Soit a € telle que dya (= da) = 0. Alors

localement, il existe B € Q" telle que a = df € £ et par projection
a=D(B). qed

Le complexe de contact nous propose bien un substitut algébrique au
complexe de De Rham. Nous allons montrer maintenant qu’il posséde une
régularité analytique I’hypoellipticité. Cela nous permettra de représenter
la cohomologie par des formes harmoniques au sens des nouveaux opéra-
teurs de différentiation introduits. Sur les groupes d’Heisenberg, cette
jauge sera bien invariante par dilatation, comme souhaité.

3. La régularité hypoelliptique du complexe de contact

Soit M une variété compacte sans bord de dimension 2» + 1 munie
d’une structure de contact Q. Nous savons déja par le §2 que la cohomolo-
gie a coeflicients réels de M coincide avec celle du complexe de contact.
Pour les applications, nous aurons besoin de pouvoir la représenter par des
formes dQ-harmoniques, c’est a dire dQ-fermées et cofermées.

Avant de définir les opérateurs de codifférentiation, nous devons munir
M d’une métrique. Nous allons la choisir en quelque sorte adaptée a la
structure de contact de maniére a obtenir des expressions locales les plus
simples possibles des opérateurs dQ et leur adjoint.
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Pour cela, on se donne une forme de contact €. Il existe alors un
unique champ de vecteur T transverse a Q vérifiant les équations 6(7T) =
I,et Z6 = 0. T sappelle le champ deReeb associé¢ a la forme de
contact 6. Nous allons choisir une métriques sur M telle que 7 soit de
norme | et orthogonal a . Pour disposer sur le champ de contact d’une
métrique “adaptée” a la forme symplectique d HfQ nous commengons pr
le mumir d’une structure complexe “calibrée”; c’est un endomorphisme J
de Q vérifiant J* = ~-Id, dO(X,JY) = -d6(JX,Y) YX,Y € 0 et
do(X,JX)>0 vX € Q\{0}.

Un tel choix est toujours possible globalement sur M , dés que le champ
de plans ( est orientable, ce que nous supposerons désormais, bien que
cela ne soit pas essentiel.

Preuve (cf. Weinstein [16], par ex.). Soit g une métrique rieman-
nienne quelconque sur M . En restriction sur (€, nous pouvons écrire
dHfQ = ng(A- , ) avec A antisymétrique. Nous décomposons ensuite A4
sous la forme S.J avec S symétrique définie positive et J orthogonale.
En fait, J est ici une structure complexe calibrée comme on le vérifie
aisément. g.e.d.

On obtient finalement une meétrique 8 sur @ en posant 8 =
dem(- , J+) et une autre dite “adaptée” définie sur TM par g, = 0 +
dé(-, J-), ou on a prolongé J sur TM par JT = T. Celle-ci s’étend
canoniquement sur I’espace des formes différentielles.

Nous pouvons alors identifier les quotients o /7 k (k < n) apparais-
sant dans le complexe de contact aux sous-espaces, notés % k , des “vraies”
formes a orthogonales 2 .# k Cest a dire vérifiant ira=0¢e Aa=0
ol A désigne I'adjoint de I'opérateur L =d0 A -.

La métrique choisie nous fournit également un opérateur de dualité,
noté *, et défini par a A xf = (a, B).0 A (d0)",Va, B € Q" (cf. De
Rham {1]).

On vérifie que _#* et _#2"*'=* sont mis en dualité par *.

Preuve. Soit a € ]2"“_" , cela signifie que OAa=0 et dOAa=0.
On a alors V8 € QF-! , (BA B, xa)dvol = 8 A B A x(xa) avec o =a
en dimension impaire (cf. De Rham), d’oit (8 A 8, *a) = 0. On trouve
de méme Vy € QF2 , (dO Ay, xa)dvol =d8 Ay Ax(xa) = 0. Ceci nous
montre que *a est bien orthogonal 2 .# k= (F k)J” . q.e.d. ‘

Nous pouvons maintenant définir les adjoints formels des opérateurs
dQ et D par §Q = (—l)k*dQ* sur ]k (k#n+1) et D" = (—1)"+1*D*
en degré n + 1. Montrons que pour « € ]k et pe ]k“ , on a bien
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(an, pB) = (a, JQﬂ) et (Da, B)=(a,D"B) lorsque k =n.

Preuve. On apour kK #n
(dya, B) — (@, 5,8) = /Man/\*B +(~DfandyB.
11 nous suffit donc de montrer que

d(a A+B) = dpa A (xB) + (=D a Ady(+h).

Or, par construction, nous avons: d, =d en degré > n et Im(d, —d) C
F* en degré < n. De plus, les formes de .#* annulent par produit
extérieur celles de _£*. La formule désirée résulte alors pour k # n de
celle connue avec les opérateurs d .

En degré n, par définition de D, il existe &@ = a+0Au et *f = xf+O0Av
tels que Da = da et D(xf) = d(xB) . Nous avons alors

(Da, B)= (@, D'p) = [ dan(:p)+(1)"and(h)
=/ dan*B+(-1)"andxB)—Danf Ay
M
—(=1D)"8 A u A D(xB)
=/ d@A*B) =0
M

car Da A6 =D(xB) A8 =0 par construction de D. g.e.d.

A ce point, nous disposons bien d’un substitut au complexe de De Rham
possédant ’homogénéité désirée au §1, et qui se traduit ici par I’invariance
coforme des opérateurs JQ sous les changements de métriques g, = 6% +

do(-,J-) en g, = k2.6% + k.d6(-,J.), ol k est une constante.

Il nous reste encore 4 montrer que ce complexe nous donne effective-
ment la possibilité de choisir dans chaque classes de cohomologie un repré-
sentant cofermé. Cette question est, classiquement, du ressort de I’analyse,
et dépend plus particulierement d’une étude locale de “régularité” des
opérateurs construits.

Dans le cas présent le complexe n’est pas elliptique. En effet, on cal-
cule aisément que (d,d, + J,dy)f = — }:?=1(Xi2.f+ Yiz.f) sur les fonc-
tions de H,, , avec les notations du §1. Néanmoins, nous allons montrer
que les opérateurs possedent un autre type de régularité appelée hypoellip-
ticité maximale, plus faible que la précédente, mais suffisante pour disposer
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des propriétés voulues. Précisons d’abord cette notion dans les cas nous
intéressant ici.

Définition (cf. Helffer-Nourrigat [5], par ex.). Soit P un opérateur sur
les fonctions on les formes de M de degré & en dérivées suivant le champ
de contact Q. On dit que P est Aypoelliptique maximal si il existe des
estimées locales de la forme

(+) 1154 o < K-UIPSU, + 171)-

K désigne ici une constante indépendante de f a support compact dans
le voisinage V' d’étude, [/f]|, la norme L? de [ et

1l 0 = DoKX XS
I<k
ou les 2n champs de vecteurs {X,, X,,---, X, } sont préalablement
choisis sur V' de facon a engendrer Q.

Le terme maximal signifie que les estimées (x) sont les “meilleures” pos-
sibles, c’est 4 dire que I’opérateur P contrdle ici le maximum de dérivées.

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoreme. Soit M une variéte de contact munie d’une métrique
adaptée. Les laplaciens suivants sont hypoelliptiques maximaux:

(i) Ag=(n—k)dydy+(n—k+1)ydy sur F* pour 0<k<n-1,

(i) Ay =(dyd,)°+D'D sur #”,

(iii) Ay=DD"+ (8yd,)" sur 7™,

(iv) Ay = (n—k+1)d,3,+(n—k)dyd, sur F* pour n+2 <k < 2n+1.

On dispose d’autre part de théoremes “a la Sobolev” d’injection com-
pacte et de régularité concernant les espaces L %.o des fonctions |- ||2 k.0
bornées (cf. Kohn, Folland, et Stein [3], [4], [9]). Ces résultats, associés aux
estimées (x) correspondant aux laplaciens AQ , permettent d’obtenir des
théoremes de représentation harmonique semblables a ceux de la théorie
elliptique, a savoir:

Corollaire. Les solutions faibles de Apa = B avec B de classe C*°
sont C™:

Les laplaciens AQ induisent une décomposition orthogonale des formes
C* asupport compacten £~ = kerAQeBIm A, avec kerAQ de dimension
finie.

Dans chaque classe de dQ-cokomologie a supporjt compact, il existe un
unique représentant cofermé.

En particulier, si M est compacte, sa cohomologie se représente par des
formes AQ harmoniques.
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La suite de ce paragraphe est consacrée a la preuve du théoréme. L hypo-
ellipticité des laplaciens AQ sera déduite de celle d’opérateurs scalaires
plus simples. Pour cela, nous allons dériver des relations supplémentaires
entre dQ . JQ et de nouveaux opérateurs, notés d , de “différentiation”

le long des hyperplans de contact. Ceux-ci sont définis sur Q*Q def {a €
Q", ipa=0} par: dy =Ilod,ou T désigne le champ de Reeb associé a
6, et I1 la projection orthogonale sur Q*Q. On note que ces opérateurs
sont du premier ordre en dérivées suivant Q, c’est a dire qu’ils s’expriment
localement 4 ’aide des composantes des formes et leurs dérivées premiéres
dans les directions horizontales. Ils vérifient de plus

(1) d=-1%=-%ZL,
ol .7, désigne la dérivée de Lie suivant 7.
Preyve. Soit a € Q"Q, onaalors dya = da—0Aida=da—0AZra.

Dot ddya = -dOANZLroa+0ANd Lo, avec OAdZaeckerlI=0AQ",
et d0 A ZLpa € Imll car

i(dONSLa)=idONLa+dONip La=0+dOANLia=0.

Par projection, on a donc bien df,a =-L%a=-LLa. qed.
La structure complexe J induit une décomposition des formes sur Q
suivant leur bidegré, que nous écrivons

Q‘gec= Y .
p+q=k
On note IT”’? la projection de Q*Q®C sur Q”°?Q. Si P est un opérteur

sur Q"Q ® C, posons, pour k, [ € Z: P*! = Ep’qﬂﬁk’”loPoHp’q.
On trouve alors

) dy=dy’ +dy' +T(J),

ot T(J) est un tenseur (i.e., un opérateur de degré 0) nul si la structure
complexe est intégrable, c’est 4 dire lorsque [Ql 0 , Ql ’0] c o 0

Preuve. Cela découle de la formule de Cartan suivante, a savoir, pour
aeQQet X,,X,, - ,X,€Q,0na

(3) |
dHa(Xo’Xp"' ,Xk)= Z (—1)’Xi.(a(X s X, ’Xk))
0<i<k
+ Z (_1)i+ja([X,’:Xj]:X s :/?,':
0<i<j<k
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11 y apparait en effet que I’on a toujours d,Q°"? C QP qpaatl
QP P10+ et i dire dy = d,l{’°+d,?’ 1+d}%,’_l+d;,1 2 les deux
derniers termes ne faisant intervenir que la deuxieéme partie, algébrique en
o, de la formule (3). q.e.d.

Si P est un opérateur différentiel linéaire sur Q" Q, on définit son ordre
comme étant le plus grand degré de dérivation des composantes des formes
a dans une expression locale de Pa ne faisant intervenir que des dérivées
horizontales. Par exemple, 9, défini sur C™(M) par 8,.f = T.f est
d’ordre 2 car on peut écrire T.f = (¥;.X, - X,.Y,).f + X.f ol on a choisi
X, €eQdenorme 1, Y, =JX, €Q,et X=T-[Y,; X]€Q.

Dans la suite, o(k) désignera tout opérateur différentiel linéaire sur
Q*Q de degré < k. On pose enfin dyy® = 8, et dy' =3, . Avec ces
notations, nous pouvons réécrire (2) sous la forme

2" dy =08y +3d4+o0(1).
De méme, on vérifie aisément, a ’aide d’une formule du type (3) appliquée
4 Lo =irdo pour o € Q'Q, quelona
0,0
(4) Zr =) +o(l),

ol o(l) est un tenseur nul lorsque le flot du champ de Reeb conserve la
structure complexe, i.e., Z.J =0.

En comparant les équations (2'), (1) et (4), on en déduit facilement les
relations importantes suivantes:

2 =2
(5) Oy =0(2), 9dg=o0(2),
(6) 6H5H+5H6H =-LZ +o(1),
ou les o sont nuls si la structure complexe est intégrable et invariante par
T . Dans ce cas 511 définit un complexe dont la cohomologie et la théorie

harmonique ont été étudiées par Tanaka (cf. Tanaka [12] et plus loin).
Exprimons les adjoints des opérateurs d,,. Tout d’abord, 'opérateur

« de De Rham met Q“Q en dualité avec {a € Q"' ™, 6 A0 = 0}
que nous identifions 4 & A Q*k Q. 11 est alors commode d’introduire -
Popérateur x,: Q'Q — Q™ *Q défini par & Axzf = (o, f).d6". Tl
vérifie *,8 = +(8 A §) pour B € Q°Q (k> n), et x = (=10 A, sur
QkQ (k < n). 1l en découle aisément que I’adjoint de 4}, peut s’écrire

(7) , 5H=—*QdH*Q.

Posons enfin d;, = J~'d,J et son adjoint &}, = J '6,J .



FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES DE CONTACT 293

Nous disposons maintenant sur Q et Q*Q d’une structure suffisam-
ment proche de la géométrie kdhlérienne pour nous permettre d’y tran-
scrire des identités classiques a des o pres, a savoir:

(8) A, dgl= =85 +0(1),  [A,dyl=3d,+0(1),
ainsi que toutes celles déduites de celles-ci par passage a I’adjoint et décom-
position suivant les bidegrés.

Preuve. Choisissons localement {X,, JX,,---, X,, JX,} une base
orthonormale de Q. Celle-ci induit une trivialisation de Q*Q dans la-
quelle nous menons le calcul des expressions locales des opérateurs. Nous
les comparons a celles obtenues dans la base canonique de C”, muni de sa
structure kihlérienne standard. Elles sont clairement identiques pour les
opérateurs algébriques J, L, A, et *g - Par contre, la formule de Cartan
(3) nous montre que les expressions de d,, different par des quantités
algébriques fonctions des crochets des X, JX;. Il en est donc de méme
pour J, par (7), ainsi que les commutateurs [A, dj] a calculer. qfe.d.

Nous rappelons dans la suite des résultats de Tanaka (aux o prés)
concerrlan_t*les liplilcmns Ay = dyby +6pdy, A3H = 0y0y + 040, , et
AEH =00y +0,0y.

Proposition 1. (i) A, — A5 =i(k—n)Z +o0(2) sur Q Q.

(ii) Ay, = A(;I’O +0(2), c’est a dire que Ay préserve les bidegrés a des o
prés. ‘
Preuve. (i) On a d’apres (8)

Ay, = OBy + 8,0y = (ilA, B 4)0y + 0, (ilA, 34)) + 0(2),
= iAD Oy — iB'HABH + iBHAEH - iBHZ?_HA +o0(2),
et de méme
A5 = —iAOyd y +i8yAD y — 10 yAdy + 10 yOy A+ 0(2),
d’ou
A3H -~ A5H =INO Oy +0y0 ) = 1(0g0 4 + 0 gy )A + 0(2)
= IN-ZLL) + i LA +0(2) (cf. 6)
= —i[A, L1 +0(2) = i(k — n).Z; +0(2).

(ii) Comme dj; = 8 + 84 + o(1) (cf. 2'), on a clairement A, =

ALOAL AL T +0(2), avec
Ay~ =830, + 0,05 +0(2) = (—i[A, 8,1)8, + 8, (—ilA, 8,]) + 0(2)
= —iA8} + 0, Ady, — i0,ABy + iB5A +0(2) = 0(2) (cf. 5).

Il en est de méme poﬁr A;Il 1 qed.
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En fait, nous allons voir que A, est “presque” scalaire (i.e., modulo
des o) sur chaque Q”’?Q. Pour cela, nous I’exprimons en coordonnées
locales.

Soit {X, , Y, = JX,} une base orthonormée de Q définie au voisinage
d’un point. On pose Z, = (X, —i%,)/VZe Q"°, Z = (X, +iYk)/\/_€

%', 6" et 6 1a base duale assomee Pour o = 21 79 JHI N A=
Q"0 ®C, on note

Lha=a(Z,, ), eka=0k/\a, Bkazz(Zk.al’J)OI/\Gj,
I

ainsi que e, if, d; les opérateurs conjugués. On vérifie facilement les
relations suivantes: 88, — 8,8, ~ i0,, L=13Y,_ eer, A=iY i i,
Oy~ Y88, (=360,), 0y ~—3 00 (=-i8), % ~8,ou
A ~ B signifie que 4 et B sont du méme ordre p avec A = B+ o(p).
A T’aide de ces relations, nous allons montrer la

Proposition 2. On a sur Q°7Q:

et
Ay =~ (1 +‘%> 38,0, - (1 —p;q) 380,
= =N (X2 +Y2) +i(p ~ 9)9;.
Calcul.
By, = O30y + 00y,
= (Z 3;’):) (Z "151) (Z €90 ) (E 8_lk)
== Z K0, (ie, + i) - Z OO ie — Z e Orerle
kAl
avec
el + e = 51,k ,
d’onx

By, ==Y D+ (000, — B Bp)eyiy = — Y Dy +i0r (T i) -

Or I
ekike AG :{0 /\0 s?kel,
0 sinon.

On en déduit Y e, i, = p.Id sur Q”'?Q et finalement A, =00, +
ipOr. ‘
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On obtient alors les formules désirées pour AaH en substituant ci-dessus
10, =n~' 8.0, — 8,0; et Y.8,0;+ 8, = X(X{ + Y7). Les résultats
souhaités pour Ay ~ A, + Az ~s'en déduisent immédiatement. q.e.d.

Les opérateurs scalaires — Y _ (X ,3 + Yk2 )+ iAT, qui apparaissent dans les
formules, sont bien connus et one été étudiés par Kohn, Folland, Stein,
.-+ . Ils sont hypoelliptiques (cf. Kohn [2]) maximaux (cf. Folland-Stein
[31, [5), [9]) pour JA| #n,n+2,n+4,.... En particulier, on a le

Corollaire 3. A, est hypoelliptique maximal sur Q% pour p et q <
n.

Nous reviendrons sur ce résultat pour établir la régularité de AQ , lorsque
nous aurons établi des identités entre les laplaciens Ag et A,, . Pour cela,
nous allons tout d’abord exprimer les opérateurs a’Q R 6Q et D.

Proposition 4. (i) On a sur 7 k pour 0<k<n-1:
&) dy~dy+(n—k+1)"'Léy et 8,=0y,
(ii) et en degré n
: J
(10) iprD~2 —d,dy.

Preuve. (i) Soit aa € # k avec 0 <k < n-1, par définition an estla
projection orthogonale de d,a sur kerA. D’aprés A. Weil, il existe des
coefficients a, (universels) tels que: djo = Yo a L'A'd a (cf. Weil
[14]). Ici ’expression se simplifie car on a: AsdHa =o(l)a pour s > 2.
En effet, d’apres (8): Adya = dyAa—d;a+o(l)a = —da+o(l)a car a €
fk O kerA. Et comme, [A, 5{1] = 0, on trouve bien: Adea =o(l)x.
Pour calculer a,, on écrit: Aan =0 = Aldy + a,LAd)a + o(1)a,
avec [A, L]=(n—k+ 1)Id en degré k — 1. En identifiant les termes de
degré 1, on obtient a, = —(n —k + 1’)_1 , puis la relation (9) cherchée en
utilisant (8). Enfin, on vérifie aisément que: 5Q =0y sur £ k grace a:
[04,A]1=0.

(ii) Soit o € £", alors d’apres le §2, 318 € Q" 'Q tel que: Da =
d(a+ 6 A B). B estlasolution de LB = —dj a. Montrons qu’en fait:
B = —Adyoa. En effet, on a: LAdya = ALdya +dya, avec: Ldjo =
dylLa =0 car: a € kerA =kerL en degré n. On obtient donc: i, Do =
Zra +dyAdya, puis la formule cherchée en utilisant (8). g.e.d.

Nous abordons enfin I’étude des laplaciens AQ ]

Proposition 5. AQ préserve “presque” le bidegré, i.e., AQ ~ Ag’o.

Preuve. (i) En degré k < n— 1, on a d’aprés (8) et les relations ci-
dessus:
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dydy = dydy +(n—k+2)" Lojoy

et
Sody = Sydy + (n—k +1)"' 3, L3y,
~ 8dy + (n— k + 1) (L6, 05 — dy o)
~ 8 dy + (n—k+ 1) (Lo,65 + dyAd,y)
Sody = Sydy +(n—k + 1) (Loy0y + Adydy — Syudy)
d’our

Ay =(n—k)dyd,+(n—k+1)dyd,
n—k

—— 5 Loy + LS, 05+ Adydy, .

~(n—k)A, +
Or, on a vu que Ap ~ Agi’o . De plus grace a (2'), on trouve
J e = = = J
dydy ~i(0y — 0,)(0y +0y) ~ i(8 0, — 0yl y) ~ —dydy,,

ce qui nous montre bien que dIJ,dH et deIJ, sont de type (1, 1) ades o
pres. On en déduit immeédiatement que AQ ~ Ag’o .
(i1) En degré n, nous commengons par exprimer les opérateurs dQ , 5Q ,

et i,D alaidede 8y, d;;,d, et 9, . Ces formules nous servirons aussi
dans la preuve de I’hypoellipticité de AQ en degré n. Tout d’abord, on a
d’apres (9)
J J
dpdy = dydy + 3L65,0, ~dy b, + L(—dy + 6, LYoy,
J J
(11) ~ 3d 0y + 1040, L + dy),
J
dyd, = 3(dyby +6y,dy), car Lign=0=A 4.
D’autre part, on utilisera DD = D"(0 A izD) = (i;D)*(i;D) avec (10).
Nous rappelons enfin que
deaH+5H, 5H:8;,+5;1,
J —1 = J -1 ik —*
dy=J dyJ ~i(d,—3y), Oy =J 04t ~i(0y—08y).
Nous déduisons aisément de ces relations les identités voulues

-1,1
A

1,-1 =% - * 0,0
() ™" = 0,85, (dgdg) "' =Tyoy, (dydy)"" =54y,
S T . =11 -
12) Dy ~ia,8), (D) "'~ —id,8;,

. 0,0 e~ *
(i;D)" =~ L 4+ (08 — Oy0y),

1
2
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avec 9,0y, =~ “?1%511 et 8,0y ~ —8,8, comme on le voit en dévelop-
pant A, ~ (A,)""" . Nous sommes maintenant en mesure de calculer:

AZQ’"Z ~ (dQ(SQ)l’_l(dQ(SQ)l’_l + (izD)"7(i.D)

&~ —80y0,0y + (—i0 9 )(i0,87)
=o0(4) car 8121 = 0(2).
De la méme fagon, on trouve
Ay~ = (dydg)" T (dydg)""” + (dgdg)” (dgdg)" ™
+ (i; DY Y izD)° + (i,0)"* (i D) !
= BHE;J%AH + %AHBHEZ
+ 10,8y (Ly + i@ 38 5 — 0,05))
+(~F — (0 405 — 0,0;,))(i040 )
~ 10,0, Ay + Ay0,0 )
~ 8,0 140 0 3y + 8,8 0,00 + 8 81,80 5 — 8070, 5,

1,—-1

avec

80 0,05y = —8 00,05 = 0(4),
et de méme

8000y ~ ~8 40,040y = 0(4),
par contre

~04 0340 40y ~ ~0,0 (8,05 + 81,0 )
~ ~8,8 Ay =~ ~40,0,A, (cf. Proposition 1)

et de méme

~Byy 8500 gy = —(Bydpy + 8y 0y)0y D gy = —Ay 8By = ~5Ay0,D .

En reportant ceci, on obtient bien A},’ e 0(4) . Par conjugaison, on aura
aussi A;,z’z = Al;l’l = 0(4), et finalement A, ~ A(})I’O.

(iii) Le résultat en degré > n+1 peut se déduire des calculs précédents.
En effet, on vérifie aisément que A,* = *A, ol * échange Q0 n

kerA=_#7% et OAQ" " Pnker LY #9"P | ged.

Nous approchons de notre but “comparer” les laplaciens AQ et Ay
pour essayer de déduire I’hypoellipticité du premier de celle du second.
Cette méthode est sans doute assez artificielle. Elle a cependant I’avantage
de pallier ’absence d’expression locale simple, ¢’est a dire scalaire, pour
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AQ , en dehors bien sir des 0 formes, mais aussi des (z, 0) et des (0, n)
formes comme nous le verrons plus loin.

Précisons tout d’abord le critere de “comparaison” des laplaciens que
nous emploierons. Si 4 et B sont deux opérateurs différentiels linéaires
(O.D.L.) définis sur un fibré vectoriel de base la variété de contact, on
posera A = B si il existe un O.D.L. P tel que 4 ~ B+ P*P. L'utilité de
cette notion réside dans la

Proposition 6. Si A = B = 0, alors I’hypoellipticité maximale de B
entraine celle de A.

Ceci est en fait une application d’un critére d hypoellipticité di a Helffer
et Nourrigat (cf. [5]) concernant, en particulier, les O.D.L. (et les systemes
d’0.D.L.) définis sur les groupes de Heisenberg. Soit P : (C°°(H2"+1))m —
(C™(H 2"‘Ll))l un tel opérateur d’ordre k. On lui associe en chaque point
X, un opérateur tangent invariant par translations a gauche, Pxo , puis sa

partie homogeéne d’ordre maximal &, P:O .

En pratique, on exprime P sous la forme P = Elal <k a (x)X “ oules
X, sont des mondémes en les champs de vecteurs invariants {X,, ¥, =
J X h<k<n d€ja rencontrés, et a (x) des matrices / x m 2 coefficients
variables. Alors, on a Pfo = 2 jaj=k 3o (X)X “.

Soit I1 une représentation irréductible de H>"*'. On note I1I(P) 'image
de P:o par la représentation adjointe de Il restreint a (5’n)m — (5’n)1 s
ou LVH désigne I’espaces des vecteurs C™ de II.

Concrétement, 77, s’identifie a 'espace noté % (R", C) des fonctions
complexes a décroissance rapide sur R”, et IT est équivalente, soit a II a.b>
a,beR" telle que

, ,(X,) =iq, I, () =i, II, ,(T)=0,

oua I, A€ R" avec
o . .
M(X) =5, T(Y,)=ix, TL(T)=ii.
k

Helffer et Nourrigat démontrent que P est hypoelliptique maximal en X,
si et seulement si II(P) est injectif pour toute I1 non triviale.

Il ressort de sa définition que le “passage au symbole” P — II(P) vérifie
de plus les propriétés suivantes:

I(4) =TI(B) sidA~B, II(AB)=II(AI(B), et I(4")=TII4)",

si #(R", C) est muni de la norme standard: (f, g) = Jgn f-8 . Lapropo-
sition voulue s’en déduit immédiatement, si on a tout d’abord pris soin,
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grace au théoréme de Darboux, de se placer par une transformation de
contact dans le cas ou la variété de contact est le groupe de Heisenberg.
Ilustrons le critére obtenu en I'appliquant 2 A, . Nous reprenons des
notations déja utilisées, i.e., choisissons localement une base orthonormée
{X;, Y, =JX i}' de Q, et travaillons dans la trivialisation de Q*Q qu’elle

induit. Pour f € C*(M), et a = ZaI,JHI A e Q*Q, on pose

n
Apf=— Z(X ,2 + Yiz) [ (cest le laplacien de Kohn)

i=1

et 3
I, 7
Aga =Y Agla; ;)0 NGO,
1,7

Il est tres facile de démontrer, en utilisant le critere d’Helffer et Nourrigat,
I'hypoellipticité maximale de A, . Celle de A, sur Q°?Q avec p et
g < n, découle alors s1mplement de I'inégalité suivante:

(13) | nhy = Ay .

Démontrons la. Nous savons déja par la Proposition 2 que

pP—q pP—-q
sy (14 220) Yoo (1-222) T o,

et

3 00, + 8,8~ (X +Y})
d’oun

nAy=Ae—(n—1+p-0)> 8,8, —~(n-1+q-p)> 8:9,.
Soit .
nAy ~A, + PP
avec
P:0- A0 0 +AY' 000

a— (4 (0a, /lo,lga) ,
ou /lf,0=n4—l+q—p et /1(2,’1 =n—-1l+p—-q. q.e.d.
Nous énongons maintenant les inégalités clefs de I’hypoellipticité de
0"
Proposition 7. (i) (n—k+2)A z(n—k)(n—k+1)A, sur fk pour
k<n-1.

(i) 4A, >AH sur £7°% pour p+q—n avec p et q<n.

A
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(i) Ay~ (Ag+i(n+1)3;)" sur F™° (resp. (Ag —i(n+1)8;)" sur
Fon.

(iv) Les formules ci-dessus sont valables en degré complémentaire en
remplacant k par 2n+1—k.
En bidegré # (n, 0) et (o, n), I’hypoellipticité maximale de A, en-

traine donc celle de A, . En ce qui concerne P, , ®A x+i(n+1)0,, etson
conjugé P_, ,, bien que n’étant plus positifs, ils restent hypoelliptiques
(cf. Folland, Rothschild et Stein {3], [9]).

Pour le voir en utilisant le critere d’Helffer et Nourrigat, on commence
par vérifier I'identité 6P, | ~ P, 3y pour 1 <k <n (6P ~P,_,0;
en général). Ensuite, au niveau d’une représentation Il (cf. critere), si
II(P, )f = 0 alors II(P,_)II(8;)f = 0. Or, P,_, est hypoelliptique
car = Ay /n (qf. preuve de (13)), d’ou II(8;)f = 0. En écrivant P, | ~
n! 2070, —(2+ n~h > 8,0; avec —9, ~ &, on trouve alors I1(8,) f =
0. Finalement II(X)f = 0vVX € Q, d’ou1 Ion tire facilement f =0.

Passons a la preuve de la proposition. (i) On introduit sur _# k Popéra-
teur suivant:

Ay =(n—k+2)dy6,+(n—k+1)5,d,.

Cette nouvelle combinaison de dQJQ et JQa'Q ne conserve plus les bidegrés
a des o pres. Cependant, nous allons montrer que

A" = (n—k+ 1)Ay.
En effet,
Ay = (n—k+2)(dydy + (n—k+2)"' Loysy,)
+(n—k+1)Sydy +(n—k+1)"'6,L5;;) (cf. Proposition 4)
= (n -k + 1)(dydy +8,ydy) + dydy + 8,LS) + L3y
= (n—k+ 1)Ay +dydy — diydy + L(8504 + 403 -
Orona I '
(dyby — didi) " = (B +8,) (05 +Byy) — i@ gy — Byy)iB; — B 3y)
= 8,05 + 8,05 — 0,0y — 843y = 0(2)

0,0

et

J J\—-1,-1 a*  T* *
(80, + 0,63) =~ (i05 — 0 5)O5 + )

+ 0y +0y)i0; —,))
~ (08 — O Oy + B yOp — Oy 0y) = 0(2).

-1,-1
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Finalement,
(n—k+2)A,~ (n—k+2)A5° (cf. Proposition 5)

~ (n—k+2)((n—K)dydy+ (n—k+ 1)3,d,)""°

= (n - k)(8g)"" +2(n ~ k + 1)(8,dp)"""

= (n~k+1)[(n~k)Ay+2((dy ) (dy ) +(dy ") dy N1,
soit

(n—k+2)AQ z(n-k)(n—k+1A,.
(ii) On a en degré n:

Ay = AOQ’O ~ ((dQJQ)z + (i7D)"(izD))>°.

En développant, on trouve:

,0 . k,—k.x k,—k
Ay = (dyd )" (dyd,)° °+k21 1((dQ5Q) ) (dgdy)
D D (79 2) e WA )
k=-1,0,1
avec
2(dyd,)"" = A, dapres (12)
d’on )
4,z Ay

(iii) En bidegré (n, 0), nous allons exprimer tous les termes du dévelop-
pement de AQ figurant ci-dessus. On a tout d’abord:

Ay =~ Aa,, + A5H ~ ZAa,, en degré n (cf. Proposition 1).
Soit en fait A, ~ 28,8}, car 8, =0 en bidegré (n,0) (Q"*"°Q=0).
D’autre part:
(D) 7 (1pD) T = (~i8 0510, 8)  (cf. 12)
=0(4) car 3, =0 en bidegré (n, 0).
On trouve de méme:
((dgd)" ™) (dgdy) "™ = (340;)(04T ) = 0(4).
Quant a:
(D)™ (D)™ = (dgdg) ™) (dpdg) T = (84D 3)(@ 05)
20, (Bydy+0,05)0; cardy=0sur Q"""

X 20,85 5
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or, d’aprés la Proposition 2: Az ~A, +i.% surles n—1 formes, d’ol
H H
A~ OH(AaH +iL)0y ~ 2040y + AaHaHaH
~ i L 8y00 + B,05)" .

Il nous reste a voir:

x>

(i7D)"" = F; + (B 8y — 0y 0fy) = Fy — 100y
Récapitulons:
Ag = (By07) + (~Zy + 10, 05) (L — i0,07)
+ 200 + (O Oh))
~ 4(0,0;) — ZF + 4iZ,8,05 ~ (20,05, + 1) .
Soit
Ay = (Ay + i.i’})2 avec Ay, ~ Ay + in.Z7 en bidegré (n, 0)

(cf. Proposition 2).

(iv) Les identités cherchées en degré > n + 1 se déduisent par conju-
gaison suivant x de celles déja obtenues. q.e.d.

L’expression particulierement simple de Ag obtenue en bidegrés (n, 0)
et (0, n) peut se retrouver de fagon moins mystéricuse en considérant les
deux opérateurs

P¥=dys,+i"" «D,
"

Ils sont autoadjoints et vérifient: AQ = PY = P7% somme il résulte des

identités D* = (—1)"*' « D« et +* = 1 rencontrées plus haut. P* et P~
ne préservent pas les bidegrés mais seulement des paires _#7 @ #7147,
Plus précisement, on montre la

Proposition 8. P (resp. P™) conservent & des o pres les espaces

j—l+2k ,n—Ai—2k /—l+2k+1 ,n—A—2k—1

&

ot keZ et Ai=(n+1)}(n+2)/2+1 (resp. (n+1)(n+2)/2).
Démonstration. On note tout d’abord que +D = x(@Ai D) = * Q(iTD) .
n+1

b

- Comme kerL = kerA en degré n,ona: £ =i, ?" , et finalement
irD est a valeurs dans #" = Q"QnkerA. Sur de telles formes, *,
s’écrit simplement (—1)""*V2C ou Ca =¥ 9%"? (cf. Weil [14]). 1
en résulte grace aux formules (12) que ’on a sur #7°7: .

+y1, -1 (n+1)(n+2)/2+g+1 =*
(P 7 (1 4+ (=) g 5
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et
(PH)H (14 (~1) IO 2ayg e

avec des formules analogues pour P~ en remplagant ¢ par g + 1. Le
résultat en découle immédiatement. q.e.d.

Comme # 0.m+l _ F n+1.0 0, la proposition nous montre que les
F0 et F %7 sont préservés (a des o pres) par P* ou P, suivant .
Ceci nous justifie I'existence d’expressions plus simples pour AQ sur ces
bidegrés extrémes comme carrés parfaits d’opérateurs scalaires.

DEUXIEME PARTIE
COMPLEXE DE CONTACT ET COURBURE

1. Recherche d’une connexion adaptée au complexe de contact

Nous disposons maintentant d’une nouvelle notion de forme harmon-
ique sur les variétés de contact. Nous allons en proposer une application.
Celle-ci consiste a obtenir des théorémes d’annulation de la cohomologie
en fonction de la positivité d’une courbure. Cela repose classiquement sur
I'utilisation de formules “a la Weitzenb6ck™ liant laplaciens des formes,
connexion et courbure.

La connexion utilisée devra naturellement posséder la méme homogéné-
ité que AQ , 4 savoir, ce qui nous a motivés jusqu’ici: Iinvariance sous
des changements de métriques adaptées g, = 6% + do(-,J-) en g, =
K0 + kd 8(-, J-) ot k est constant. Une telle connexion V doit donc
vérifier Vg =0 et V6> =0 (& VO =0).

La connexion de Levi-Civita ne posséde pas cette propriété. En effet,
V6 = 0 implique V,Y € Q pour tout X, Y € Q. En particulier, la
torsion de V, notée Tor, ne peut étre nulle, car on obtient sur Q x Q:

O(Tor(X, Y)=0(V,Y -V, X-[X,Y])=dO(X,7Y).

Cette condition n’est pas suffisante. En fait, on calcule pour toute connex-
ion g, métrique:

) 2(V0)(Y)=d0(X,Y) - 6(Tor(X, Y)) — (Tor(T, X), Y)

K
—(Tox(T, Y), X) - (J(ZI)(Y), X),

ol X et Y sont quelconques et (-Z7J)(X) = [T, JX]-J[T, X] désigne
la dérivée de Lie de la structure complexe suivant le champ de Reeb.

Ce tenseur mesure aussi la déformation de la métrigue par le flot de T
puisque #7.g, = d0(-, (L7J)) = —g,(-, J (L))
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On vérifie d’autre part sans peine que 'ona VX, Y:
(J(ZFN(X), Y) = (J(ZI)(Y), X).

Par conséquent, en décomposant () en partie symétrique et antisymé-
trique pour X et Y, on trouve que V& = 0 si et seulement si:
6(Tor(X,Y))=dO(X,Y)

et X — Tor(T, X) + %J (& J)(X) est antisymétrique pour g, .

Suivant Webster, Tanaka et Tanno [12], [14], [13] nous choisissons celle
vérifiant:

Tor(X,Y)=d8(X,Y)T pourX,Y eQ
et
Tor(T, X) = —1J(ZJ)(X).

Il est assez pénible mais pas difficile de montrer que cette connexion
préserve la structure complexe, i.e., VJ = 0, lorsque J est intégrable,
ie., [Ql’o, Ql’o] C Ql’o. (En général, elle vérifie toujours V,J = 0
tandis que (V,J)(Y) pour X et Y dans Q est fonction du tenseur de
Nijenhuis de la structure complexe). Cest en fait, d’aprés Webster [13],
I’unique connexion métrique préservant ¢ et J dont la torsion Tor(7", X)
vérifie Tor(T, JX) = —J Tor(T, X), c’est-a-dire: Tor(T, Qo’l) C Ql’o.

Nous nous plagons dans la suite sous I’hypothese d’intégrabilité de J .
Cette condition n’est certainement pas cruciale ici, mais elle a I’avantage
de limiter raisonnablement les calculs tensoriels nécessaires ensuite. Nous
allons devoir en effet “chasser les 0” des formules de la premiére partie.

Dans la suite, on appellera structure pseudohermitienne, la donnée sur
une variété de contact, d’'une forme de contact ¢, d’une structure com-
plexe intégrable J et d’une métrique associé g = 6> + do(-, J-) (cf. [8],
[14]). Une telle géométrie apparait naturellement sur les hypersurfaces -
strictement pseudoconvexes de C”.

2. Théoremes d’annulation pseudohermitiens

Soit M une variété de dim2» + 1 munie d’une structure pseudoher-
mitienne. Nous cherchons un critére d’annulation de Hk(M ; R) pour
k<n.

Pour obtenir ceci en géométrie riemannienne, on part d’une formule de
Weitzenbock liant laplacien de Hodge-De Rham et laplacien de la con-
nexion, a savoir: A = V*V+ courbure. On I’applique alors & une forme
harmonique o en écrivant:

0 = (Aa, a) = [Va|* + (courbure a, a).
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On en conclut que @ = 0 si la forme quadratique (courbure a, a) est
définie positive.

Nous voulons transcrire cette méthode dans le cadre du complexe de
contact et de la connexion pseudohermitienne. Il nous faut pour cela aban-
donner la forme d’équation de Weitzenbock décrite ci-dessus. En effet, le
laplacien de contact AQ n’est pas scalaire modulo des o, contrairement a
V*V. Nous allons, comme dans la premiére partie contourner ce fait en
comparant AQ a l'autre laplacien A, qui, lui, est scalaire (modulo o), au
moins pour chaque bidegré. Pour cela, il nous suffira d’expliciter I'inégalité
AQ = KA, (K constante) obtenue dans la premiere partie (Proposition
8). Nous pourrons écrire: AQ =KA, +P'P+R, ou P estun opérateur
de degré 1 et R, est algébrique. On ne peut cependant déduire de critére
d’annulation de cette formule car a — (R,a, a) se trouve étre une forme
quadratique “sans signe” au sens que (R ,Ja, Ja) = —(R,a, o). Pour
conclure, il nous faudra dériver une derniére formule de Weitzenbock-
Tanaka pour A, .

Passons maintenant a la preuve. Nous devons identifier les ¢ de cer-
taines formules “aprochées” de la premiére partie. Heureusement, les cal-
culs nécessaires découlent de quelques expressions élémentaires que nous
allons reprendre.

Tout d’abord, puisque J est intégrable, on a d’apres (2):

D’autre part, en utilisant pour o € QkQ ®C,

k
(Zra)(Xy, - X)) = =D (X, -, [T, X1, , X)
=1
+Z(alx,, -, X)),
on vérifie facilement que:
(15) (’%‘)1,_1a=2a("' ’Ho’lTor(T")"")

et
&) a=Y a0 Tox(T, ), ),

ou T1° et I1%! désignent respectivement les projections de Q ® C sur

Ql 0 o Qo,1 .
En développant df, = —L.Z,, on obtient alors:

(16) op=-LF" " et By=-LZ



306 MICHEL RUMIN

Lemme 9. Identités “kihlériennes”.
J

(17) [A,dgl=-6; et [A,dyl=6y,

Démonstration. On se place en m € M . Il suffit d’apres la preuve de
(8) de trouver une trivialisation locale de @ par des avecteurs {X,, Y, =
JX;,-,X,,Y, =JX,} orthonormés et dont les crochets en m sont
colinéaires & 7. Pour en obtenir une, on part d’une base orthonormée
X, JX;,---,X,,J X,} . Nous la prolongeons ensuite sur un voisinage
par transport paralléle le long, par exemple, des géodésiques issues de m .
Les vecteurs obtenus {X,, Y, -+, X,, Y,} sont bien orthonormés, dans
Q et vérifient Y, = J X, car la connexion pseudohermitienne est métrique
et préserve 6 et J. D’autre part, on a clairement en m V,Y = 0
pour tous les X, Y du repere. On y obtient alors: 0 = V,Y -V X =
[X,Y]+ Tor(X,Y) dou [X,Y] = —dO(X,Y)T. Un tel repere est
qualifié de normal en m dans la suite. g.e.d.

Ces nouvelles identités nous permettent de reprendre les calculs des
expressions “approchés” de la premiere partie. Nous allons tout d’abord
déterminer les parties de A, et AQ qui ne conservent pas les bidegrés.
On obtient facilement en suivant la preuve de la Proposition 1:

(18) Ay —AY° =0 —B)A— A —Tyy) -
En fait, pour I’application que nous allons en faire, seul nous intéresse

(Aya, @) pour a € F k= QkQ Nker A. On trouve alors, en utilisant (16)
et [A,Ll=n—-k

0,0
(Ag —Ag e, a) = (n-k)(Ra, a),
ou on a posé, pour a € fk , Rja= i(fZTl’-l ~£ZT—1’1)a. Drapres (15),
on peut aussi écrire, pour X,, -+ , X, € Q:
k.
Ria(X,, - an)=—Za(Xla o JTor(T, X)), o0 5 X))
(19) =1

%Z_}a e (EDKD, LX),

De plus, on a clairement R, Ja = —~JR,a, et en particulier:
(Ry(Ja), Ja) = —(R|a, a).

Exprimons maintenant AQ —AOQ’ ® En reprenant les démonstrations des
Propositions 4 et 5, on obtient:
-k

(20)  Ag=(n-k)A+- k

2Lc5c5 +6c5 +Add
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De nouveau, nous nous intéressons seulement a ((AQ - Ag’o)a, o) pour

a€ ¥ = Q*Onker A . Il nous suffit alors d’exprimer a’,{,a'H—(a',{,a'H)1 1=
. =2 e "

—1(8,3, — dy) pour obtenir, a I'aide des calculs précédents:

(21) (Ag = Ay "), @) = (n—k)(n -k + 1)(R,a, a).

En ce qui concerne AOQ’O , 11 découle de la Proposition 7(i), associée aux
identités kihlériennes (17) que 'on a:

k+2 0,1, ;0,1
(22) (T) =(n- k)A 0, 2(dQ ) d 0, 2(dQ ) dQ

Il nous reste a exprimer A(I:,’O a l’aide de la connexion pseudohermitienne.
Lemma 10 (Formule de Weitzenbock-Tanaka sur Q°°7Q).

(23) A (1 +24 q) CARD 1 AR (1 - p———;q) V") v 04 R,,

ot on a décomposé V en v'0= Vo et vo! = Vip.t, et R,, algébrique,
est une “trace” de la courbure pseudohermitienne décrite plus loin.

Remarque. N. Tanaka démontre une telle expression pour A, lorsque
2J =0 dans [12, Proposition 12.5]. La preuve est cependant formelle-
ment identique dans le cas présent.

Preuve. Reprenons les calculs de la Proposition 2, en cherchant tout
d’abord les équivalents géométriques des opérateurs 9, et d, quiy sont
décrits. Choisissons localement un repere {X,, ¥, = JX, }, ., normal
en m (cf. preuve de (17)). On pose alors:

1 . 1,0 1
— (X, —-iY)e Q@ ", Z-=—
\/i( k ‘ k) Q k \/5
ainsi que o~ , BE la base duale associée. _

On note de plus, pour a = EI,JaI’JGI N

Z,= (X, +iv) e @™’

k .
ga=0 Aa et a=a(Z,"),
onaen m, VZO’ =0 Vi, j. Nous pouvons donc écrire

Vya=Y (2, a; )0 A0,

D’autre part, les crochets de Lie en m des vecteurs choisis sont colinéaires
a T . Par la formule de Cartan (3), on obtient alors:

dya=3(Z,-a; YO A AT =Y 9,0
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Cette derniére expression, tensorielle en Z, est alors valable dans un voisi-
nage de m, i.e.,

n
Oy = Z € Vi
k=1

pour tous les choix de repéres orthonormés Z, . On en déduit: 61*{ =
— 3. Vi, - 1 est par ailleurs facile de montrer que (V,)" = —Vy en m.
On a donc finalement au voisinage de m:

61-1 = - Z ikVF'
Enfin, on a en m: [Z, Z)] = i6,,T, d’ou l'on tire les relations de
commutations:

(24) VFVI - VIVF - JkIViT = R(Z;, Zl) .
Nous pouvons maintenant exprimer A(I){’o sur Q°°/Q. Tout d’abord,

N _ . _ = . ..
on a: A H = Aa,, +Aa,, puisque dj = 8,+0 . En suivant la Proposition
2, on obtient:

Aa,, = 0,0y + 0,0y
= (Z ekvk) (_Z iIVT) - (Z iIVT) (Z ekvk)
=- Z eV, V;— Z € ViV, enm
avec ie, +e.i;=dy,,dou
A, = Z e i (ViVi = Vi Vy) = Z ViVi
=Y €6,V + R, k) =Y VgV,
= (T ei) Vir + Y eiiRA, k) = Y vV,
soit:
A, =PV + A0 Y ARR > e ,R(I, k) (tensoriel).
On trouve de méme
0,1,x0,1 T
Ay ==qVp+ (V" )V + ) eqR( k).
D’autre part, il découle de (22) que I’on a:
nv . = vavk ~V,Vz—R(k, k) enm;
soit:
(25) nV,p= - v 04 (vO YV - STRKE, k).
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On obtient bien finalement la formule (23) cherchée:
0,0 q *o1,0 q *o0,1
A% =(1 "n )(v YV +<1 L )(v yv>l 4 R,,
avec:
B N N 2t -
(*)  Ry= > (eR({, k) +egizR(I, k) + — > Rk, k)
1<k,i<n 1<k<n

pour tout repére orthonormé Z, .
Remarque. R, est autoadjoint d’aprés (23). Pour mieux le voir, on

transforme un peu son écriture (x). Notons R¥® et R®! les deux
opérateurs définis sur Q ® C par

n n
RV =N RE, 1"V et R™'V =3 Rk, IV

k=1 =1
Par extension, on pose pour a € QF @ C et V,,--,V,€0:
k
1,0
(R" )(1""’Vk)=_Za(V"“’R Vi s W)

i=1
et de méme R®! 1l est facile de voir, en utilisant la symétrie R(, Dk =
R(I, k)l (cf. [12], [14]), que {,R(I, k) = R(l, k)i, — iR(7,1)k , et d’autre
part: —3, 18R, e = R"°. En reportant ceci dans (x), on trouve
finalement:
R, =Y (e,R(, k)i, + exR(l, k)iy)
k,l
+ (1 + q_—__;_)) R"? —‘<1 - q;p) R*' ged.
n n

Nous pouvons maintenant énoncer le critére d’annulation voulu:
Théoreme 11 (Critére d’annulation de H* (M,R), k#n,n+1).
Hk(M, R) =0 (k < n) si on aVa efk\{O},
(Ry,+(n—k+2)R))a, a)>0.

La preuve découle immédiatement de I'application des formules de
Weitzenbock (21), (22), et (23) sur une forme harmonique.

En fait, on a R,Ja = JR,a et R Ja = ~JR,a; la condition de
positivité obtenue peut donc aussi s’écrire:

(Rya, @) > (n—k +2)|(Ryax, o) Yo € £\{0},

c’est-a-dire que R, doit, en quelque sorte, controler R, .
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Essayons d’expliciter cette condition en degré 1. Tout d’abord, on a
d’apres (19): R, = —1.%,J. R, mesure donc la déformation suivant
le flot de Reeb de la structure complexe et de la métrique (cf. §1). En
particulier, R, = O si et seulement si ce flot est riemannian. Quant a
R, , son expression par (26) se simplific sur les 1-formes o puisqu’on
a Vvl,k €[l,n], R, k)ija = 0= R(l,k)ia (R nagit pas sur les
fonctions). On obtient alors sur ¥ L. o! Q:

Rya=-— (1 — %) (i;R(f, 1)) Jo = (1 — %) IiR(YI, X)Ja.
=1

R, peut en fait s’interpréter comme une “courbure de Ricci” suivant le

champ de contact. Notons pour cela o* € Q le vecteur dual de «, i.e.,

vérifiant g(a™, V) = a(V) ¥V € Q. On vérifie alors, en utilisant de
nouveau la symétrie R(/, )k = R(I, k)I (cf. [12], [14]), la relation:

2n u . .
Ry, ) = ZK(a , X)+K(@",Y)

(27) . .
+K(J(a'), X))+ K(J(a'), 1)

= Ricciy(e”, a’) +Ricciy(Ja', Ja'),

ou K(U,V)=(R(V,U)U, V) désigne la courbure sectionnelle du plan
(U, V).

3. Cas o la torsion R, est nulle: flots transversalement kihlériens

Nous allons maintenant montrer comment le cas limite du théoréme
d’annulation R, >0 = R, peut se retrouver dans le cadre de la géométrie
riemannienne. Nous savons que lorsque R, = 0, la structure complexe, la
métrique mais aussi la connexion pseudohermitienne et sa courbure sont
invariantes par le flot de 7. 1l est alors naturel de considérer I’espace
N = M/(T) des orbites de ce flot. Afin que N soit muni d’une structure
de variété nous supposerons de plus que toutes les orbites sont fermées
et de méme période. M s’interpréte alors comme un fibré en cercles sur
la variété kihlérienne N . On note =z la projection de M sur N. Nous
allons identifier les formes dQ-harmoniques de M griace ala

Proposition 12. On g, pour k< n:

{ae ", Aya=0}={acQM, Aa=0}
' —_-n*{qukN, Aa = Aa = 0}.
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Démonstration. On note respectivement %, Zogr s €t n*Zﬁv A Ces
trois espaces.

On commence par montrer que /”/Q C Zpg pour k < n. Légalité
résulte alors de dim% = dim A, = dim Hk(M , R). On sait, grice
aux identités (15), (16), (18), et (20) que A, = AR et A, = A)°
lorsque Z7.J = 0 = Tor(T, ). On déduit alors de (22) que Ajo =
0 entraine Ajya = 0. En fait, puisque A, préserve le bidegré, cha-
cune des composantes of’? € #7°7 de a est harmonique, i.e., vérifie
dyof? = 0 = 60”7, En décomposant d, et J, , on obtient alors
Oya = 5Ha = 6,}01 = 5};01 =0,i.e, Aa,,a =0= AE,,O‘ . On trouve de plus
en reprenant la Proposition (cf. 17 partie): AaH _A5H = i(k—n)2;. , dou
finalement .#7.a = 0. Il ne reste plus qu’a exprimer 4 et J en fonction
de dy; et . On vérifie facilement:

(28) a’H=projke“.Td=d—0/\de=d~0/\%
et
(29) Sy =DrOy, 6 =8O Nigd =5 -0 AA,

car i;6+3di; = A est la relation adjointe de d(6 A-)+6Ad =L. Onen
tire bien da =da =0.

En conclusion, on a vu en degré k < n que les formes harmoniques
sur M sont dans J* , L.e., vérifient ira = Aa = 0 et sont invariantes
par le flot de T. Ce sont donc bien les “pullbacks” par = des formes
harmoniques primitives de N .

On se place maintenant en degré # et on considére une forme o € % .
11 est bien connu en géométrie riemannienne que les formes harmoniques
sont invariantes par les flots riemanniens (cf. Goldberg [4]). Nous allons
montrer qu’il en est de méme ici, c’est-a-dire Z7a =0.

En effet, le flot gotT engendré par T est une isométrie, ie., (gotT )y =
((otT )_1 =9, T | Par conséquent, sa dérivée &L = limtﬂo((otT —1d)/t vérifie
Py = —Z,. On déduit alors de L%, = 2L que A%, = % A. Comme
de plus, Ziy = ip27 (= ipdiy), -2 préserve les espaces fk du
complexe de contact. D’autre part, on vérifie facilement que .o est
A,y-harmonique. Exprimons grace a (10):

Zro=irDa+ dHJI{,a = dQJéa.

Zra est finalement le représentant harmonique de la classe de dQ-coho-
mologie nulle et on a donc bien: .Za =0.
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Les identités des Propositions 5 et 7 deviennent ici des égalités car elles
dépendent des formules élémentaires 812, ~ 5; =0(2) et [dy, Al =~ —JIJ,
qui sont ici exactes (cf. (16) et (17)). On a en particulier sur £ " :

Ay =24y"
A K, —k\x ko-k .
=2 + Z ((dQJQ) ) (dQJQ) + ((izD)

—1<k<1
On en déduit que Aja =0, d’ou par (28) et (29):
do=dyo+0ANLa=0

k,—k* —k
) .

(i D)

et
Jadea—l—@/\Aa:O,

c’est-a-dire o € #, ;. On conclut alors de la méme fagon que lorsque
k<n.

Nous revenons sur I'interprétation du critére d’annulation. Nous savons
desormais que H 1(M ,R)y=H 1(N , R). Par conséquent, H 1(M ,R)=0
si la courbure de Ricci de N est positive. En fait, cette condition est la
méme que celle obtenue en utilisant la connexion pseudohermitienne \vad
et le complexe de contact de Af .

En effet, on vérifie que vH est le “pullback” de la connexion vV de
Levi-Civita de N ie, ViY € Q VX et Y et aVyY = Vo, zY. Cela
résulte de la caractérisation de VZ comme unique connexion préservant
&0 > 6 et de torsion Tor(7T', X) = . JX = 0 ici. On en déduit alors

facilement que nRH(X , Y)Z = RN(nX , nY)nZ . La positivité de Ricci
v" est donc €quivalente a celle de R, .

4. Théoreme d’annulation pour H 1(M , R} en dimension 3

Nous allons maintenant chercher un critere d’annulation de H' en di-
mension 3 en utilisant de nouveau connexion et complexe de contact. Nous
savons déja que lorsque le flot de 7' est riemannien et engendre un “bon”
quotient, la positivité de R, entraine ’annulation de H ! (cf. ci-dessus).
11 s’agit dans le méme esprit qu’en degré k < n de savoir si ce résultat
subsiste si £7.J est “petit” devant R,. Nous traitons le cas de H ' en
dimension 3 séparément car le laplacien a étudier A, = (a’QJQ)2 +D'D
est a priori d’ordre 4. En fait, nous avons vu a la fin de la premiere
partie que AQ admet des racines carrées. Plus précisément, ’opérateur
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P = dQ5Q — =D est autoadjoint, vérifie Ay = P? et préserve le bidegré
modulo des o (cf. Proposition §).

Exprimons P al’aide de la connexion pseudohermitienne. Tout d’abord,
on obtient en reprenant les formules (10) et (11):

P=d,s,+J(iD),

avec d,0, = $(dyo, + 5PJIdPJI) et i;D =2 - dHégl. On développe
ensuite ceci suivant les bidegrés pour trouver: .

P=J% +&%°.
J.Z; se décompose & son tour en (L?T)O’O =JV, et

(J.Z. — (J.Z )0’0)a =Ja(Tor(T, )) (cf. 15)
T T
=—-Ra (cf. 18).

Quant 2 Aloq,o , les formules (23) et (26) nous donnent:

A(},’°=2(v°")*v°’1 sur Q0 et A(;,’O=Z(V1’0)"Vl’0 sur Q%'

Nous avons donc obtenu la formule de Weitzenbdck suivante:
P=2V'V_+JV,.—R,,

ol I’on note, pour a € QIQ ®C,

1,0 1,0

V+a=V o +V0’1a0’1

et
1,0 0,1 0,1 1,0
V_a=V ' ' a’' +V o’ .

Nous transformons un peu cette formule de fagon a y faire apparaitre la
courbure de Ricci: R, = —iR(1, DHJ = R(Y,, X,)J . Pour cela, on sait
par (25) que

JVp=-V.V, +V_V_=R,.
On obtient alors pour P une famille de formules de Weitzenbéck dépen-
dant de 1 € R:

(30), P=Q2-Q)V.V_+AV,V, +(1+4)JV.+iR,—R,.

Comme on ne peut a priori controler le signe (JV a, ), cette formule
ne fournit pas directement de critére d’annulation, méme lorsque R, >0
et R, = 0. Autrement dit, P est toujours un opérateur “sans signe”.
Cependant, nours avons vu que si R, = 0 =.%7.J les formes harmoniques
a vérifient .o = V, a = 0. Dans ce cas (30), par exemple, nous montre
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bien que H'(M, R) =0 si R, > 0. Nous voulons adapter cette méthode
lorsque ,S”'TJ # 0. Pour cela nous allons contréler, pour a harmonique,
JV ra enfonctionde Z5.J , V g% et VQZTJ , i.e. une dérivée covariante

horizontale de .7.J . Tout d’abord, on a: 0 = i;Da = Za—d HJIJia d’ou
Lo =d,y(650).
On peut alors majorer .#7.« en posant:
Lol = |dy(p)l” = (6,dp(050) » yc)
< alldgZzal,

avec:
dp-Zra=[0,, Zrla cardya=0

=[J,, L+ Zla,
puisque [J,, %] =0 comme il découle de dyr =Ld,, .
On sait de plus que .}, = V. + JR, (cf. plus haut) d’oit
L =-V,—RJ=-V.+JR,
et finalement
i+ Zy =2JR,.
On a donc
JQ,?Ta = 25QJR1a
avec: 8,p = (Vy B)(X,) +(Vy B)(Y,) pour f € Q'Q et X,,Y, =JX
orthonormés; d’ou 'on tire: [9,8] < |V, 8].
On en déduit:
[0gZ7al <2V ,JR, 0]
S2(R,|IVgel + VR lla) (VI =0).
Finalement, on obtient:
2
|Z7al” < 2|V ,0(IR ||V pal + VR, |lal),
et, sans chercher a optimiser, on trouve
2 2
[Lral < V2(IR,|"219 pol + (|9, R, [V galla)) ),

puis, ’estimée voulue de contréle de |V, o| = |[(Z; — JR)al:

1/2

172
IV ral < |Ryflal + VZ(IR, ||V gal + (VR ||V gella)) ).

Nous la substituons dans (30), en supposant par homogénéité que |a| =
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1, on obtient alors:
(Pa, a) = Vol +2(JV, e, @) + (Rya, o) — (R, a)
> |Vl - 2(IR, ) + V2IR,|*|V 4
+V2+ (VR |IVoaD)?) + R, — IR,

Nous cherchons une condition portant sur |R,|, [V,R,|, et R, assurant
la positivité de ’expression ci-dessus quel que soit |VQa| . Nous voulons
de plus que celle-ci soit invariante pour des changements de métriques
adaptées g, = 6% + do(-,J-) en g, = k0% + kdo(-, J-); comme lest
celle déja obtenue pour 'annulation de H* (M, R) lorsque kK < n. On
voit facilement que sous ces transformatlons, on a: [R)| = [Rl/k, R, —

2/k IVoR,| = |V R1|/k3/2 et |Va| |Va| /k pour a de norme 1.
Nous allons donc chercher une condition du type: R, > |R| et
IVQRllz/ 3. Pour cela, on minore:
1/2 2/3 1/3 1/2
~2(IV, RV ga)'? = =2(V o R, [PV R,V pa)
2/3 1/3
> VR, [P = [V4R ||V gal,
et finalement:
(Pa, a) 2 [V pal” — V2V 40l IR, + |V 4R, ')
+R, = 3IR|| - V2IV R, [

On calcule le discriminant de ce binéme en IVQa| :

1/2 1/3.2 2/3
A=202IR|"? + |V, R | — 4R, - 3R | - V2|V, R, )
< 4(4IR,| + |V, R |7) — 4(R, - 3IR,| - V2|V ,R, ")

= 4(=R, + TIR | + (1 + V2)|V,R,[7°.

Nous venons donc d’obtenir le
Théoreme 13. i (Rya, o) > 1L J|+ (1 + V2)|V (4|7 pour tout
a € Q'Q de norme 1, alorsona H'(M,R)=0.

5. Courbure riemannienne et courbure pseudohermitienne
On se donne ici une variété M munie d’une structure pseudohermiti-
. s . . . 1
enne (@, J, 0). En géométrie riemannienne, on sait que H (M, R) =
si la courbure de Ricci de la connexion de Levi-Civita est minorée par une
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constante positive. Nous voulons comparer ce critere d’annulation avec
ceux obtenus ci-dessus en géométrie pseudohermitienne.

Tout d’abord, ces derniers sont homogeénes dans les changements de
métriques adaptées g, = 6% + do(-,J-) en g, = k6% + kdo(,J-).
Cela signifie que les conditions d’annulation obtenues sont indépendantes
de k. En effet, elles s’écrivent:

(R, > K% TNy (+K'IV % Tl

en dimension 3),
ol tous les termes présents sont homogenes de degré —1 en k.

Nous allons voir que la courbure de Ricci de la connexion riemannienne
ne possede pas, en général, cette propriété d’homogénéité. En fait, nous
exprimerons Ricci (g,,) comme un polynéme en A dont les coefficients
sont des composantes homogenes de la courbure pseudohermitienne. Pour
éviter de changer d’échelle sur le champ de contact, nous travaillons plutot
avec la famille de métriques g, = A6% +d6 (-, J+). Cela revient au méme
ici puisque Ricci (g,,) = Ricci(dg;) = ARicci g, .

Dans la suite, 4 étant donné, on note v’ 1a connexion de Levi-Civita
associée a g, et V la connexion pseudohermitienne de g, . On choisit
d’écrire (X, Y) = g,(X, Y) tandis que (X, Y), = g(X, Y). Enfin, on
pose YX,Y e TM:

D(X,Y)=V;Y-V,Y.

Comme V et V- préservent tous deux la métrique g, (Vg, = ve* +
Vgro =0 dapres le §1), ils vérifient la célebre formule:
2(VyY, Z)=X(Y,Z)+Y(Z,X)-Z.(X,Y)+ (X, Y], Z)
+({Z,X1,N+({Z,Y],X)+ (Tor(X,Y), Z)
+ (Tor(Z, X), Y)+ (Tor(Z,Y), X),
avec TorV”™ =0 et TorV donnée dans le paragraphe 1. On obtient par
conséquent:
2(D(X,Y),Z)=(TorV(Y, X)), Z)+ (TorV(X, Z), Y)
+ (TorV(Y, Z), X).
En distinguant les différents cas X,Y,Z € Q ou = T, on en extrait
facilement:
2AD(X Y)=(1d0(Y, X)—2(Tox(T, X), Y))T pour X,Y e€Q,
2D(T,Y)=4JY,
2D(X, T)= 2Tor(T X)+4AJX,
D(T,T)=
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Dans la suite, on convient de noter:
R, X =Tor(T, X) = -1J(ZJ)(X).

Nous pouvons maintenant exprimer la courbure sectionnelle de vi.
Kf(X ,Y) = (RY(X, Y)Y, X) en fonction de la courbure de V. On
travaille pour simplifier dans un repere B = {X,, Y, = JX;, T} normal
en m € M, c’est-a-dire vérifiant V,X =0 en m VX,Y € B (cf. preuve
de (17)). On a alors:

K{(X,Y)=((VyVy ~ V3V = Viy )Y, X)

= X.(V3Y, X) - (V5Y, VLX)
— Y.(V3Y, X)+(VyY, VyX) = (Vig ¥ > X)

= X.(V,Y+D(Y, Y), X)—(D(Y,Y), DX, X))
—~Y(V,Y+D(X,Y), X)+ (DX, Y), D(Y, X))
- (D(X, Y], Y), X)

=K,(X,Y)+(VD(Y, )X) - (V,D(X,Y), X)
—(D(Y,Y), DX, X))+ (DX, Y), DY, X))
+(D(Tor(X, Y), Y), X)

avec K;(X,Y)=(R(X, Y)Y, X).

On obtient finalement, suivant les différents types de 2-plans considérés:
e Pour X,Y € Q denorme 1, avec Y orthogonala X eta JX:

1 1
Kj(X,Y)=K(X,Y)- TRX, X)(RY, Y + 7 (R X, Y)i.

e Pour X € Q de norme 1,

KE(X, JX) = —% LK (X, TX)+ %(RIX, X7+ %(RIX, JX).

172

e Pour X € Q denorme let T, =4 '°T de norme |,

A 1 2 1
K{(X, T)) = 7+ (R X, JX), = 7IR XI; - 2(V7R)X, X), .

(Iei, K,(X, T)=(R(X, T)T, X) =0 puisque VT =0.)
Pour calculer le tenseur de Ricci, on choisit une base orthonormale
{X,,,=JX,,---,X,,Y,=JX,, T,} pour g,. On a alors:
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n
Ricci) (T, T)) = ZK(T/I, X)) +K(T;, JX,)
Z(R X, JX), +(RJX,, J'X),

- I('RIXI'II + |R1JX1'|1 +(VrRX;, X;),
+(V,RJX,, TX),)

avec:
(RX,Y),=(RY,X),, RJ=-JR,

et

n
2 2 2 2
Y IR X +IR X =R = LT,
i=1
d’ou I'on tire finalement

/1
(31) Ricciy (T;, T)) = = /1"R1”

On obtient en particulier que Riccif(Tl , T,) est positif si et seulement si
A2 V2/n|R|| = (1/V2n)|| 27| .
Exprimons maintenant
Riccif (X, , X,) = Ky (X, T,) + Ky (X, I X,)
n
L L
+3 K (X, JX) + K (X, X))
i=2
A 1 2 1
=3 + (R X, JX)), - }|R1X1|1 - }(VTR1X1 s XDy
3i 1 2 2
- T KX TX) + 2 (RX LX)+ (RUX, TX))
- 1
+ 2K (X, X) - 2 (R X}, X))(R X,, X))
i=2
1 2
+ (R X, X))+ K (X, TX)
1 1 2
- 7R X}, X)(RIX,, TX) - (R X,, T X))
A .
=3 + Rlcc1,.(Xl , X))+ (R X,, X))
1
- I(VTRIXI » X)) -
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Autrement dit, pour X € Q de norme 1, 0on a

. Ao 1
Ricci, (X, X) = —5 + Ricei, (X, X) + (R, X, JX), = (Y R)X, X),.

Ce n’est pas fini! Nous voudrions et effet comparer Riccif (X, X) au
tenseur de Ricci pseudohermitien

(R X , X) = §(Ricciy(X , X) + Ricciy(JX , J X))

intervenant dans le critére d’annulation pseudohermitien (cf. paragraphe
2). Nous devons donc identifier

n
Ricci(X , X) — Ricci(JX , JX) = Y K(X;, X))+ K(X,, JX,)
j=2

-K(JX,,X,)-K(JX,,JX,).
On calcule, pour i1 > 1,
K(X,, X;,)+K(X,,JX;) = (R(X,, X)X;, X))+ (R(X,, JX)JX;, X,)
= (R(X,, X)JX;, JX,)—-(R(X,, T X)) X;, T X))
car R(U,V)J =JR(U, V) puisque VJ =0. Il vient
KX, X))+ K(X,, JX;) = (R(X,, X))J X, + RUJX,, X)X;, JX,).
On peut utiliser ici I'identité de Bianchi pseudohermitienne (cf. Tanaka
[6, Proposition 3.5]):
> R(X,, XX, = > do(X,, X,)RX,.
cyclique cyclique -
On obtient alors:
KX, X)+K(X,,JX)=~-(R(X,, JX)X,, JX,)— (R X, JX)).
On trouve de méme:
K(JX,,X)+K(JX,,JX,)=—(R(X,, JX))X,, JX,)+ (R X,, JX,),

d’ou I’'on tire, pour X € Q de norme 1:

n
Ricci(X , X) - Ricci(J X, JX) =Y -2(R, X, JX)
i=2
=-2(n-1)(R,X, JX)

et finalement:
(32)
Riccif(X , X)
A

= =5+ (R X, X) + (2~ n)(R X, JX), - %((VT'RI)X, Xy -
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Nous cherchons maintenant 4 quelle condition il existe un A4 tel que
Riccif (X, X) > 0 pour tout vecteur tangent X € TM . C’est en effet une
maniére d’obtenir, en géométrie riemannienne, un critére d’annulation de
H! homogene c’est-a-dire invariant par les changements de métriques g,
en g, .

Proposition 14. Si i/ existe une constante 2 telle que Ricci” (g) >0,
alors on a pour tout X € Q de norme 1 et en tout point m € M ;

(R X, X) > \/—IIRIII
V2 1/2
(R X, X) > Tml((VTRI)X X))l
et
(R, X, X) > (4n) Try(V.R (X)),
ou

n
Tro(V.R)(X) =) (Vx R)X, X)) + (V3 R)X, 1))
i=1
désigne la trace de I'endomorphisme V — (V,R,)X restreint a Q.
Démonstration. Nous savons déja par (31) que si Riccif(T ,T)>0,
alors 4 > /2/n||R,||. D’autre part, en utilisant les symétries

(RyJX,JX)=(R,X, X),
(%) (RJX,J'X)=—(RX,JX),
(VeR)IX, JX) = ~(V;R)X, X),
on obtient:
0< R1cc1/1 (X, X) + R1cc1/1 (JX,JX)=-A4+2(R)X, X),
et par conséquent:
2R, X, X) > A > /2/n||R,]|.

Pour qu’il existe un réel A tel que Riccif(X , X) > 0, il faut que le trindbme
(32) ait un discriminant positif, soit:

(RX, X) + (2~ n)(R X, JX))® > 2((V,R)X, X).
En fait, grace aux symétries (*), on obtient:
2)((V,R)X, X)| < (R X, X) +[(2 = m)(R X, JX)])’
< ((RyX, X) + |2 = nllIR,))®
<(1+[2-nVZn) (RX, X)*.
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11 nous reste a considérer Riccif( Y,Y) pour Y € TM de direction quel-
conque. On décompose pour cela ¥ en X +aT ou X € Q eta € R.
Nous avons alors

Ricci; (Y, Y) = Te(V = R,(V, Y)Y)
= Ricciy (X, X) + 2 Te(V = R (V, X)T)
+ o’Ricciy (T, T).
Ce trindme est positif pour tout o si
[Tr(R- (-, X)T)* < Ricciy (X, X)Ricei; (T, T).
En appliquant cette expression a2 JX, on obtient a ’aide des formules
(32) et (33):
pL 2 L 2 2 2

ITe(Ry (-, X)T|"+ITr(R (-, JX)T)|” < (—A+2(R, X, X))(nA"/2~||R(|"),
avece

2(R,X, X) — A= Ricci, (X, X) + Ricciy (JX, JX) >0,
d’ou .

[Tr(RY (-, X)T) + | Te(RL (-, TX)T) < 4n(R,X, X)’.

Enfin, en utilisant I’expression de v% en fonction de V obtenue plus haut,
on trouve facilement:

R;(V, X)T, V)= (V,R,(X), V) = (VxR (V), V),
puis en sommant:
Tr(R; (-, X)T) = Tr(V.R (X)) = Try(V.R, (X)),
puisque
(VR)JV =—-J(VR)V et ((V.R)X,T)=0. qe.d.
En conclusion, nous voyons que la positivité de la courbure de Ricci rie-
mannienne implique le contrdle de R, (= 34.J), Try(V.R,), et V.R,

par R,. En revanche, le critere d’annulation de H ! obtenu grace au com-
plexe de contact en dimension > 5 nécessite seulement le contrdle de R,
par R,.

Pour expliquer ceci, on considere I’ordre des différents éléments de cour-
bures mis en jeu, c’esta dire le nombre maximum de dérivations suivant
Q de la métrique et de la structure complexe qu’ils effectuent. En ce sens
R,,R,, TrQ(V.Rl) , €t VR, sont respectivement de poids 2, 2, 3, et 4.
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En fait, ce sont des cbmposantes de courbure homogénes car on a, lorsque
8o 82+
IR IR 11, ITrg(V-R)I IV Rl
-2 -2 -3 —4
B A MR AT NR N A7 T (VRN AT IV R -

En géométrie pseudohermitienne, nous avons pu utiliser le laplacien de
contact AQ d’ordre 2 en dérivées suivant Q. Le laplacien de Hodge-De
Rham est lui de poids 4, car il utilise des dérivées secondes des formes
suivant T, vecteur transverse d’ordre 2. Les formules de Weitzenbock
associées font alors naturellement intervenir des éléments de courbure
d’ordre au plus 2 pour AQ et, en géométrie riemannienne, la courbure
de Ricci, d’ordre 4 comme nous venons de le voir.

Dans le cas des 1-formes en dimension 3, nous ne pouvions pas em-
ployer directement la racine, carrée, d’ordre 2, du laplacien de contact,
pour obtenir un critere d’annulation. Celle-ci est en effet toujours un
opérateur sans signe. Nous avons cependant conclu en étudiant des opéra-
teurs supplémentaires, 6Q£’} et ,S”Tég, d’ordre 3. 1l n’est donc pas
étonnant que la condition d’annulation trouvée nécessite le contréle d’une
composante de courbure d’ordre 3: V QRI . Cela reste cependant
“meilleur” que la condition d’ordre 4 intervenant en géométrie rieman-
nienne.

6. Géodésiques de Carnot-Carathéodory et courbure pseudohermitienne

En géométrie riemannienne, on peut retrouver un critére d’annulation
de H' (M, R) en étudiant les géodésiques. Le théoreme de Myers affirme
en effet que toute variété a courbure de Ricci minorée par une constante
strictement positive est compacte. On en déduit qu’une telle variété, ayant
son revétement universel borné, posseéde un groupe fondamental fini, et
qu’en particulier H 1(M ,R)==n,/[x,, 7,]®R = 0. On peut se demander
s’il existe un équivalent d’une telle méthode en géométrie pseudohermiti-
enne.

Comme dans tout ce qui précéde, nous cherchons a étudier des ob-
jets invariants dans les changements de métriques adaptées g, en g, .
Les géodésiques riemanniennes ne possédent pas cette propriété. En rem-
placement, il est assez naturel de considérer les géodésiques de Carnot-
Carathéodory. On rappelle que la distance de Carnot-Carathéodory entre
deux points M, et M, se définit comme le minimum des longueurs des
chemins legendriens, c’est-a-dire partout tangents a Q, reliant M, a M,.



FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES VARIETES DE CONTACT 323

Les courbes localement minimisantes pour cette distance s’appelent les
géodésiques de Carnot-Carathéodory. Leur équation locale a été calculée
par de nombreux auteurs, voir par exemple Strichartz [11].

Nous voulons dans un premier temps établir leur équation locale en
fonction de la connexion pseudohermitienne. Pour cela, nous devons faire
un calcul de variation. Soit y,(f), u, t € [0, 1] une famille de courbes
legendriennes reliant M, =y (0) a M, =y,(1). Onnote V =0y/0u et
X = dy/0t. On étudie de préférence la fonctionnelle énergie

1
E() = /0 1O\ dt
a la longueur
1
I(y) = /0 17l dt.

Les minimas de E sont bien ceux de / au parametre prés. Exprimons
57 Etlo= V. [ X, X)di
= 2/0-1(VVX, X)dt
= 2/01(VXV+ (Tor(V, X), X))dt
= Z/OIX.(V, X)—(V,VyX)+ (Tor(V, X), X)dt

= 2/1 ~(V, Vo X) + (Tor(V, X), X)dt
0

avec
(Tor(V, X), X) = Tor(8(V)T + V,,, X)

= 8(V)Tor(T, X) +d6(VQ, x)T
(cf. paragraphe 1), d’ou :
(Tor(V, X), X) = 8(V)(Tor(T, X), T).

On retrouve bien que E(y) est minimum parmi les reparamétrages de
y si et seulement si

2
(VxX, X)=0=X]720I",
ce que nous supposerons satisfait désormais. On décompose alors

VX =a(t)JJX+7Y,
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ol Y estorthogonala X eta JX. On a donc

9

du

I nous reste a exprimer le fait que y, est une famille de courbes legen-
driennes, soit

E(y )y = 2/01 —-a(t)(V,JX)y+(V, YY)+ 6(V)(Tor(T, X),kX) dt.

daoV,X)=vV.e(X)-X.6(V)y-06(V, X))
=X.6V)=—(V, JX),
d’ou

-aa—E(yu)|u=0 —2 / L aO)(X8(7) + (V, ¥ + 6(V)(Tox(T, X), X)dt
u 0

- 2/1 0(V)(X.a(t) + (Tor(T, X), X))+ (V, Y)dt.
0

Inversement, on vérifie que, lorsque y n’est pas constante, tout champ
de vecteurs V le long de y, nul aux extrémités, satisfaisant

XoV)=(V,JX)

s’intégre en une famille de courbes legendriennes & extrémités fixées. Par
conséquent, E(y) est stationnaire si et seulement si

Y=0, et X.at)+(Tor(T, X), X)=0.

Proposition 15 (Equation des géodésiques de Carnot-Carathéodory).
Soit y une courbe legendrienne, et X = y(t). Alors y est une géodésique
de Carnot-Carathéodory si et seulement si VX est colinéaire a JX,

ViX =—aJX,

ol
X.o(t) = —(Tor(T, X), X) = 3(J(Z )X, X).

Nous pouvons interpréter cette équation dans le cas de notre modele
métrique: le groupe d’Heisenberg. On munit H 3 de sa structure pseudo-
hermitienne invariante par translations. La projection n: H S HP H(T) =
R? euclidien est une submersion riemannienne, c’est-a-dire qu’elle con-
serve la norme des vecteurs horizontaux. Enfin, 6 se projette suivant la
forme d’aire 4 = $(xdy — ydx). Par conséquent, un lacet fermé de
R* se reléve en un lacet legendrien fermé si et seulement si son aire est
nulle. De méme, les chemins legendriens reliant A/, et M, € H * sont les
relevés des courbes d’extrémités nAM,|, M, et d’aire balayée fixée. Les
géodésiques de Carnot-Carathéodory sont alors les courbes de longueur
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minimale pour une aire fixée, c’est-a-dire les arcs de cercles. En projec-
tion, leur vecteur tangent X = (¢)/||7(¢)|| vérifie V,X = kJX o k
est la courbure du cercle décrit et V la connexion de Levi-Civita de RZ.
Comme on sait qu’ici la connexion pseudohermitienne se projette sur V
(cf. paragraphe 2), on retrouve bien comme équations des géodésiques de
Carnot-Carathéodory V, X = kJX avec X.k = —(Tor(T, X), X) =0
puisque la structure complexe est invariante par T .

En suivant la démonstration du théoréme de Myers en géométrie rie-
mannienne, nous voulons maintenant exprimer la variation seconde de
longueur au voisinage d’une géodésique de Carnot-Carathéodory. Ceci
doit nous permettre, sous une hypothése de courbure, de montrer que les
géodésiques de grande longueur ne sont pas globalement minimisantes.

Pour limiter les calculs nécessaires, nous nous plagons dans la suite en
dimension 3. On se donne de nouveau une famille de courbes legendri-
ennes y,(¢) reliant M, =7,(0) a M, = y,(1). On suppose de plus que 7,
est une géodésique de Carnot-Caratheodory et, pour avoir E(y,) =/ (yu)2 ,
que les y, sont paramétrées a vitesse constante. On a alors, pour ¥ =0,

VX =a(t)JX avec ' (t) = —(Tor(T, X), X).
Déterminons pour commencer les contraintes imposées sur V;, _,. On
pose V =a(t)X + b(t)JX + c(¢£)T . On sait déja que V est une variation
de courbes legendriennes si
AoV, X)=-X.0V)=—c(t)=—(V, JX) = —=b(1).
D’autre part, on veut que les y, soient paramétrées a vitesse constante,
ie.,
VX.(X,X)=0=XV.(X,X)
soit, pour u =0,
1V.(X, X) = constante = (V. X, X) = (V,V + Tor(V, X), X)
= (VyV, X) +6(V)(Tor(T, X), X),
avec .
ViV =Vy(a)X +b()JX +c()T)
= (d'(t) = b(H)at)) X + (B'(1) + a(t)a(t))TX + ()T,
d’oti I'on tire
constante = a' (1) — ¢’ (t)a(f) — c(t)a' (t) = (a(t) — c()a(t)),
et comme V(0)=0=V(1),ona a(t) =c(t)a(t). En résumé les champs

Vi,=o Dossibles sont de la forme:
(33) V =c(t)a(®)X + ' (O)JX +c()T,

et ne dépendent que du choix d’une seule fonction arbitraire c(¢) = 8(V).
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On veut maintenant calculer

a* 8* 2 !
9 Ey ) =221 =V/X,th
P v,) ) Py (v,) 0( )

I I
- 2f V.V, X, X)dt = 2/ VAV, V +Tor(V, X), X)dt
0 0

I
= 2/ VXV, X)= VAV, V,V)+V(Tox(V, X), X)dt,
) 0

2 ! .
5‘1—2E(yu) - 2/0 XYV, X) = (V) V',V X) +(V, Y,V X)
+ ((Vy, Tor)(V, X), X) + (Tor(V,V, X), X)
+ (Tor(V,V,X), X)dt.
On s’occupe tout d’abord des termes
—(V, V,VyX)+(Tor(V,V, X), X) = -a(t)(V,V, JX)
+ 0(V, V)(Tor(T, X), X)
=—a(t(V,V, JX)
— (V.6(M)a (1)

(34)

avee
XV, 0(V)) = VX)) = V(V,JX)=(V,V,IX)+(V, IV, X),

d’o
/1 ~(Vy V', V. X) + (Tor(V, V , X), X)
0
= / 1 —(@t)VO(V)) +a()(V, IV, X)dt
0
- —/la(t)(JV, v,V +Tor(V, X)) dt
0

=— /Ola(t)(JV, Vi V) +a()8(V)(JIV, Tor(TX))dt.
Avec les mémes méthodes, on obtient pour les autres termes de (34)
(Tor(V, V, X), X) = 6(V)(Tor(T , X)V V) + 0(V)[Tor(T, X)*,
(V, Tor)(V, X), X) = (V) (VR)X, X) +0(V )Y a(t)((V4R )X, X)
+ 00 (V)(V,xR)X, X),

ou on note R X =Tox(T, X) = —3J(ZJ)(X).
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Enfin,
/I(V, v,V X)dt = /l IV VI = (X, 0(V))
0 0
+6(V)(VyV, Tor(T, X))
—(V,R(V, X)X)dt
avec

!

(V, RV, X)X) = 60N (V)(R(T, X)X, JX)
+ 0 (MARUIX, X)X, JX),
ou (R(JX, X)X, JX)=—(R,X, X) estla courbure de Ricci pseudoher-

mitienne déja rencontrée. Pour reconnaitre (R(7, X)X, JX), on se sert
de lidentité de Bianchi pseudohermitienne (cf. Lee [8], Webster[14]):

R(T, X)X +R(T, JX)JX = (VxR )(X) + (V,,R)(JX),
d’ou
(R(T, X)X, JX)= (VR X, JX)—(V,RX,X).
En reportant tout ceci dans (34), on obtient finalement

2 1
%E(yu) = / ¢ +2¢c"(R X, TX) - P (RX, X) + )
u 0

(35) +ec'(a(R, X, X) +2(V, 4R X, X) ~ (V4R X, X))
+ (R X, JX)’ + 26" (R X, JX) + (VR X, X)
+a(V, R X, X))dt

o a(f) = (VX , JX) est la “courbure” de la géodésique, et c(z) = 6(V)
est la fonction déterminant la variation de courbes (cf. (33)). Les seules
contraintes sur c(f) sont ¢(0) =c(/)=0=c'(0)=c'(I).

Sur le groupe de Heisenberg, I'expression se simplifie en

2
2 2

! "2

b—uiE(y“) =/0 ¢ —ca’dt.

Pour c¢(t) = 1 — cos(2n¢/l), on obtient que 62E(yu)/6u2 est stricte-
ment négatif si/ > 2n/a. Ceci traduit le fait que les géodésiques tres
courbées ne sont pas minimisantes méme sur de petites longueurs (cf.
I'interprétation en termes d’aire ci-dessus). Il en sera de méme sur toute
variété de contact, le terme en fol —c?a? dt de Iexpression (35) devenant
dominant sur les géodésiques a forte courbure. Pour contréler I’ensemble
des géodésiques, il nous faut une hypothese de positivité sur (R,X, X).
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En fait, on veut que ce terme domine tous les autres dans I'intégrale (35)
car ceux-ci changent de signe lorsque X est changé en J.X . Enfin, il faut
une hypothése garantissant que deux points quelconques sont reliés par une
géodésique. On dit qu'une structure pseudohermitienne est compléte si la
distance de Carnot-Carathéodory est complete. D’apres Strichartz [11],
il revient au méme de supposer que la connection pseudohermitienne est
géodésiquement complete.

Théoreme 16 (Version pseudohermitienne du théoreme de Myers en
dimension 3). Soit M une variété de dimension 3 munie d’une structure
pseudohermitienne complete telle que, pour tout vecteur X € Q de norme
1,

10 16/3 2/3 9/2 1/2
(R, X, X) > max{2'°|R ||, 2|V R, IP2, 2|1V R |},

alors M est compacte de diamétre pour la métrique de Carnot-Carathéodory

427
min{(R,X, X)(R,X, X)'*| X e Q, |X| =1}

Démonstration. 11 est bien connu que deux points quelconques sont
toujours reliés par une géodésique de Carnot-Carathéodory (cf. Strichartz
[11]). Pour obtenir le résultat, il nous suffit donc de montrer que toute
géodésique de longueur supérieure & D, admet un champ de variation V
tel que V2.l(y) <0. '

On essaye comme ci-dessus ¥ = c()a(t)X + ¢/ ()J X +c()T (cf. (33))
avec c(t) = 1 — cos(2nt/l). On trouve, sans chercher & optimiser les
coeflicients

32 ! "2 ” 12 2
S E(y,) < /0 ¢+ 20ec”|IIR, || - (R X, X) + o)

D<D,=

+ [ec'(lalIR || + 2|V o R, Il)
2 2 2
+ (IR + 207 (|R | + VR || + ol Vo R, 1) d,
8° 8nt  8n? 27 2
571(?,4) < = + TIIRIII - T((RZX, X)+a’)
+ 27 (jaf[|R ] + 2[|V o R )

2
+ 4I(IR 1 + 20| Ry || + IV 7R || + 1l VR, ) .

Cette expression est négative si %(27:2 /1 2)((R2X , X )+a2) domine sépar-
ément chacun des huit autres termes pour tout «. Cela se traduit par les
inégalités suivantes:
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2
2> (‘k%\ff,T)’ 32||R,[l < (R, X, X),
(<FELIT(p L)
4 IRl 8 lalliR, ’
[ < B(RX, X) 2 T (RX, X)
16 ||VQR1|| ’ 16 [[R1||2
I < ——nz (: n_zmin _(RZX’ X) +a2)
32||R, || 32 e a2||R1||

2 _ 7 (RX, X)
16 VR, °

2 CRX OV A (RXX) 4o
8 “VQR1|| 16 o |a||]VQR1H

)

et [

L’existence d’un [ vérifiant toutes ces conditions est assurée sous les hy-
pothéses de courbure faites, et on peut prendre alors [/ = D,,.

Remarque. Comparaison avec le résultat riemannien.

Nous avons vu au paragraphe 4, Proposition 14, que s’il existe un A tel
que la courbure de Ricci de la métrique g,, soit positive, alors R, contrdle
R, TrQ(VRl) , 6t V,R,. Les €léments de courbure mis en jeu sont
donc du méme ordre que ceux impliqués ci-dessus dans la version pseu-
dohermitienne du théoréeme de Myers. Pour cette approche utilisant les
géodésiques, les métriques riemanniennes et celles de Carnot-Carathéodory
conduisent & des conditions d’annulation sensiblement équivalentes.
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